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NGUYÊN HÀM
TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG

CHỦ ĐỀ. TÍCH PHÂN 

Dạng 1: Bài toán tích phân liên quan đến đẳng thức 

( ). ( ) ( ). ( ) ( )g x f x g x f x h x¢ ¢+ = .
Phương pháp:
Dễ thấy [ ]( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )g x f x g x f x g x f x ¢¢ ¢+ = .
Do đó [ ]( ). ( ) ( ). ( ) ( ) ( ). ( ) ( )g x f x g x f x h x g x f x h x¢¢ ¢+ = Û = .
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được:

[ ]( ). ( ) ( ) ( ). ( ) ( )g x f x dx h x dx g x f x h x dx¢ = Þ =ò ò ò .
Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x .

Dạng 2: Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức

( ) ( ) ( )f x f x h x¢ + = .
Phương pháp:
Nhân cả hai vế với xe  ta được: . ( ) . ( ) . ( )x x xe f x e f x e h x¢ + =

. ( ) . ( )x xe f x e h x¢é ùÛ =ê úë û .
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

. ( ) . ( ) . ( ) . ( )x x x xe f x dx e h x dx e f x e h x dx¢é ù = Þ =ê úë ûò ò ò .
Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x .

Dạng 3: Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức

( ) ( ) ( )f x f x h x¢ - = .
Phương pháp:
Nhân cả hai vế với xe-  ta được: . ( ) . ( ) . ( )x x xe f x e f x e h x- - -¢ - =

. ( ) . ( )x xe f x e h x- -¢é ùÛ =ê úë û .
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

. ( ) . ( ) . ( ) . ( )x x x xe f x dx e h x dx e f x e h x dx- - - -¢é ù = Þ =ê úë ûò ò ò .
Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x .

Dạng 4: Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức

( ) ( ). ( ) ( )f x g x f x h x¢ + = .
Phương pháp:
Nhân cả hai vế với 

( )g x dx
eò  ta được: 

( ) ( ) ( )
( ). ( ). . ( ) ( ).

g x dx g x dx g x dx
f x e g x e f x h x eò ò ò¢ - =  

( ) ( )
( ). ( ).

g x dx g x dx
f x e h x e

¢é ùò òê úÛ =
ê úë û .

KIẾN THỨC CƠ BẢN

CHUYÊN 
ĐỀ3
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Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 
( ) ( )

( ). ( ).
g x dx g x dx

f x e dx h x e dx
¢é ùò òê ú =

ê úë û
ò ò  

( ) ( )
( ). ( ).

g x dx g x dx
f x e h x e dxò òÞ = ò .

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x .

Dạng 5: Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức

( ) ( ). ( ) 0f x g x f x¢ + = .
Phương pháp:
Nhân cả hai vế với ( )f x  ta được: ( ) ( )( ) 0 ( )

( ) ( )
f x f xg x g x
f x f x
¢ ¢

+ = Û =- .
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

( ) ( ) ln ( ) ( )
( )

f x dx g x dx f x g x dx
f x

é ù¢ê ú =- Þ =-ê úë û
ò ò ò .

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x .

Dạng 6: Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức

( ) ( ). ( ) 0nf x g x f x¢ + = .
Phương pháp:
Chia cả hai vế với ( )nf x  ta được: ( ) ( )( ) 0 ( )

( ) ( )n n

f x f xg x g x
f x f x
¢ ¢

+ = Û =- .
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

1( ) ( )( ) ( )
( ) 1

n

n

f x f xdx g x dx g x dx
f x n

-¢
=- Þ =-

-ò ò ò .

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x .

Dạng 7: Bài toán tích phân với kỹ thuật đưa về bình phương

[ ]22 2( ) 2 ( ). ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x f x g x g x dx f x g x dx f x g xé ù- + = Û - Û =ê úë ûò ò .

Dạng 8: Kỹ thuật đánh giá AM-GM

Cho n  số thực không âm 1 2, ,... na a a  ( 2n³ ) ta luôn có

1 2
1 2

... . .....n n
n

a a a a a a
n

+ + +
³ .

Dấu “=” xảy ra kih và chỉ khi 1 2 ... na a a= = = .



352

Chuyên gia sách luyện thiChuyên gia sách luyện thi STEP3

Câu 1. Cho hàm số ( )f x  liên tục và có đạo hàm trên 

0;
2
pæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

, thỏa mãn hệ thức 3( ) tan . ( )
cos

xf x x f x
x

¢+ = .  

Biết rằng 3 3 ln 3
3 6

f f a bp p
p

æ ö æ ö÷ ÷ç ç- = +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 trong đó 

,a bÎ . Tính giá trị của biểu thức P a b= + .

A. 4
9

P =- .	 B. 2
9

P =- .	

C. 7
9

P = .	 D. 14
9

P =- .

Câu 2. Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [0;4] , 
thỏa mãn ( ) ( ) 2 1xf x f x e x-¢+ = +  với mọi [0;4]x Î .  
Khẳng định nào sau đây là đúng?

A. 4 26(4) (0)
3

e f f- = .

B. 4 (4) (0) 3e f f e- = .
C. 4 4(4) (0) 1e f f e- = - .	
D. 4 (4) (0) 3e f f- = .

Câu 3. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa 
mãn điều kiện 2( ) ( ) . 1,xf x f x x e x¢ - = + " Î  và 

(1) 1f =- . Tính (3)f .
A. 36 3e + .	 B. 26 2e + .	

C. 23 1e - .	 D. 326 1
3

e - .

Câu 4. Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên  , thỏa mãn 
2017 2018( ) 2018 ( ) 2018 xf x f x x e¢ - =  và (0) 2018f = . 

Tính giá trị (1)f .
A. 2018(1) 2018f e-= .	 B. 2018(1) 2017f e= .	
C. 2018(1) 2018f e= .	 D. 2018(1) 2019f e= .

Câu 5. Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục 
trên khoảng (0; )+¥  biết 2( ) (2 3). ( ) 0f x x f x¢ + + = ,  

( ) 0, 0f x x> " >  và 1(1)
6

f = .  Tính giá trị của 

1 (1) (2) (3) ... (2017)P f f f f= + + + + + .

A. 6059
4038

.	 B. 6055
4038

.

C. 6053
4038

.	 D. 6047
4038

.

Câu 6. Cho hàm số ( )y f x=  xác định và liên tục trên   
thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau ( ) 0, 0f x x> " > , 

2( ) . ( ),xf x e f x x¢ =- " Î  và 1(0)
2

f = . Phương trinh 

tiếp tuyến của đồ thị tại điểm có hoành độ 0 ln 2x =  là:
A. 2 9 2ln 2 3 0x y+ - - = .
B. 2 9 2ln 2 3 0x y- - + = .
C. 2 9 2ln 2 3 0x y- + - = .	
D. 2 9 2ln 2 3 0x y+ + - = .

Câu 7. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 0;
2
pé ù

ê ú
ê úë û

, thỏa mãn

2
2

0

2( ) 2 2 ( ).sin
4 2

f x f x x dx

p

p pé ùæ ö -÷çê ú- - =÷ç ÷çê úè øë û
ò . Tính tích 

phân 
2

0

( )I f x dx

p

= ò .

A. 0I = .	 B. 
4

I p
= .	

C. 1I = .	 D. 
2

I p
= .

Câu 8. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [0;1] , thỏa mãn

[ ]
1 1

2 2

0 0

2( ) 2 ln 2 ( ) ln( 1)f x dx f x x dx
e

é ùæ ö÷çê ú+ = +÷ç ÷çê úè øë û
ò ò . Tích 

phân 
1

0

( )I f x dx= ò .

A. ln
4
eI = .	 B. 4lnI

e
= .	

C. ln
2
eI = .	 D. 2lnI

e
= .

Câu 9. Cho hàm số ( )f x  có đạo liên tục 
trên [0;1] , ( )f x  và ( )f x¢  đều nhận giá trị 
dương trên [0;1]  và thỏa mãn (0) 2f =  và 

1 1
2

0 0

( ). ( ) 1 2 ( ). ( )f x f x dx f x f x dxé ù¢ ¢+ =ê úë ûò ò . 

Tính 
1

3

0

( )I f x dx= ò .

A. 15
4

I = .	 B. 15
2

I = .	

C. 17
2

I = .	 D. 19
2

I = .

BÀI TẬP VẬN DỤNG
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Câu 10. Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm dương, liên 
tục trên đoạn [0;1] , thỏa mãn (1) (0) 1f f- =  và 

1 1
2

0 0

( )[ ( ) 1] 2 ( ). ( )f x f x dx f x f x dx¢ ¢+ =ò ò . Giá trị của 

tích phân 
1

3

0

( )I f x dx= ò  bằng

A. 3
2

.	 B. 5 33 27
18
- .	

C. 5 33
18

.	 D. 5 33 54
18
+ .

Câu 11. Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và có đạo hàm 
trên   thỏa mãn

3 22 ( ) 2 13 ( ). ( ) 4 1 (0)f x x xf x f x xe f- + + +¢ - = = .  

Biết rằng 

1 4089
4

0

(4 1) ( ) aI x f x dx
b

- +

= + =ò  là phân số tối 

giản. Tính 3T a b= - .
A. 6123T = .	 B. 12279T = .	
C. 6125T = .	 D. 12273T = .

Câu 12. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [0;4]  thỏa 

mãn 
2

2

3

( )( ) ( ) ( ( ))
(2 1)
f xf x f x f x
x

¢¢ ¢+ =
+

 và ( ) 0f x >  

với mọi [0;4]x Î . Biết rằng (0) (0) 1f f ¢= = , giá trị 
của (4)f  bằng

A. 2e .	 B. 2e .	
C. 3e .	 D. 2 1e + .

Câu 13. Cho hàm số ( )y f x=  liên tục và có đạo 
hàm trên đoạn [ 1;0]- , đồng thời thỏa mãn điều 
kiện 2 ( )( ) (3 2 )  , [ 1;0]f xf x x x e x-¢ = + " Î - . Tính 

(0) ( 1)P f f= - - .
A. 1P =- .	 B. 1P

e
= .	

C. 1P = .	 D. 0P = .
Câu 14. Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [0;4]  

và thỏa mãn điều kiện 2 24 ( ) 6 (2 ) 4xf x f x x+ = - . 

Tính tích phân 
4

0

( )f x dxò .

A. 
5

I p
= .	 B. 

2
I p
= .

C. 
20

I p
= .	 D. 

10
I p
= .

Câu 15. Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn 
2 4( ( )) ( ). ( ) 15 12 ,f x f x f x x x x¢ ¢¢+ = + " Î  và 

(0) (0) 1f f ¢= = . Giá trị của 2( (1))f  là
A. 10.	 B. 8.	

C. 5
2

.	 D. 9
2

.

Câu 16. Giả sử hàm số f  có đạo hàm cấp n  trên   
thỏa mãn 2(1 ) ( ) 2 ,f x x f x x x¢¢- + = " Î . Tính tích 

phân 
1

0

( )I xf x dx¢= ò .

A. 1I =- .	 B. 1I = .
C. 1

3
I = .	 D. 1

3
I =- .

Câu 17. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [0;1] , thỏa 

mãn 
1 1

0 0

( ) ( ) 1f x dx xf x dx= =ò ò  và 
1

2

0

( ) 4f x dx =ò . 

Giá trị của tích phân 
1

3

0

( )f x dxò  bằng:
A. 1.	 B. 8.
C. 10.	 D. 80.

Câu 18. Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [0;1] , thỏa 

mãn 
1 1

0 0

( ) ( ) 1xf x dx x f x dx= =ò ò  và 
1

2

0

( ) 5f x dx =ò . 

Giá trị của tích phân 
1

3

0

( )f x dxò  bằng:

A. 5
6

.	 B. 6
5

.

C. 8 .	 D. 10 .
Câu 19. Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên 

[0;1] , thỏa mãn (1) 0f = , 
1

2

0

[ ( )] 7f x dx¢ =ò  và 
1

2

0

1( )
3

x f x dx =ò . Tích phân 
1

0

( )f x dxò  bằng:

A. 1.	 B. 7
5

.

C. 7
4

.	 D. 4 .

Câu 20. Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị dương và có đạo 
hàm ( )f x¢  liên tục trên [0;1]   thỏa mãn (1) . (0)f e f=  

và 
1 1

2
2

0 0

[ ( )] 2
( )

dx f x dx
f x

¢+ £ò ò . Mệnh đề nào sau đây 

đúng?



354

Chuyên gia sách luyện thiChuyên gia sách luyện thi STEP3
A. 2(1)

1
ef

e
=

-
.	 B. 2( 2)(1)

1
ef
e
-

=
-

.	

C. 
2

2

2(1)
1

ef
e

=
-

.	 D. 2( 2)(1)
1

ef
e
-

=
-

.

Câu 21. Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị dương trên [0;1] , có 
đạo hàm dương và liên tục trên [0;1] , thỏa mãn (0) 1f =  

và 
1 1

3 3 2

0 0

( ) 4[ ( )] 3 ( ). ( )f x f x dx f x f x dxé ù¢ ¢+ £ê úë ûò ò . Tính 

1

0

( )I f x dx= ò .
A. ( )2 1 .I e= - 	 B. ( )22 1 .I e= - 	

C. 1.
2

eI -
= 	 D. 

2 1.
2

eI -
=

Câu 22. Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị dương trên [0;1] ,  
có đạo hàm dương liên và tục trên [0;1] , thỏa mãn 

1

0

. ( ) 1
( )

x f x dx
f x
¢

³ò  và (0) 1f = ; 2(1)f e= . Tính giá trị 

của 1
2

f
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

.

A. 
1 1
2

f
æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø

.	 B. 
1 4
2

f
æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø

.	

C. 1
2

f e
æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø

.	 D. 1
2

f e
æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø

.

* Một số dạng khác
Câu 23. Có một cốc thủy tinh hình trụ, bán kính trong 
lòng đáy cốc là 6 cm, chiều cao trong lòng cốc là 10 cm 
đang đựng một lượng nước. Tính thể tích lượng nước 
trong cốc, biết khi nghiêng cốc nước vừa lúc khi nước 
chạm miệng cốc thì ở đáy mực nước trùng với đường 
kính đáy.

A. 240 cm3.	 B. 240p cm3.	
C. 120 cm3.	 D. 120p cm3.

Câu 24. Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm 
số 1y x= -  và nửa trên của đường tròn 2 2 1x y+ =  
bằng?

A. 1
4 2
p
- .	 B. 1

2
p- .	

C. 1
2
p
- .	 D. 1

4
p
- .

Câu 25. Gọi ( )H  là hình phẳng giới hạn bởi parabol 
2( 3)y x= - , trục hoành và trục tung. Gọi 1 2,k k  ( 1 2k k> )  

lần lượt là hệ số góc của các đường thẳng đi qua điểm 
(0;9)A  và chia ( )H  thành ba phần có diện tích bằng 

nhau (tham khảo hình vẽ bên dưới).

Giá trị của 1 2k k-  bằng

A. 13
2

.	 B. 7.

C. 25
4

.	 D. 27
4

.

Câu 26. Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn hai điều kiện 
2 2( ) 3 2 1 4 . ( ),f x x x x f x x+ + - £ " Î  và 

3

1

( ) 12f x dx
-

=ò . Giá trị 
2

0

( )f x dxò  bằng

A. 5.	 B. 6.	
C. 7.	 D. 8.

1A 2A 3D 4D 5B
6A 7A 8B 9D 10C
11D 12A 13D 14A 15B
16A 17C 18A 19B 20C
21A 22C 23A 24A 25D
26A

HƯỚNG DẪN GIẢI CHI TIẾT
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Câu 1. Chọn A.

Từ giả thiết, ta có: 2cos . ( ) sin . ( )
cos

xx f x x f x
x

¢+ =

2[sin . ( )]
cos

xx f x
x

¢Û = .

Lấy nguyên hàm hai vế, ta được:

2[sin . ( )]
cos

xx f x dx dx
x

¢ =ò ò
sin . ( ) . tan ln cosx f x x x x CÞ = + + .

•	 Với 
3

x p
= , ta có: sin . . tan ln cos

3 3 3 3 3
f Cp p p p pæ ö÷ç = + +÷ç ÷çè ø

23. . 3 2ln 2 2
3 3

f Cp
p

æ ö÷çÞ = - +÷ç ÷çè ø
.

•	 Với 
6

x p
= , ta có:sin . . tan ln cos

6 6 6 6 6
f Cp p p p pæ ö÷ç = + +÷ç ÷çè ø

1 . 3 ln 3 2ln 2 2
6 9

f Cp
p

æ ö÷ç = + - +÷ç ÷çè ø
.

Do đó 53 3 ln 3
3 6 9

f fp p
p

æ ö æ ö÷ ÷ç ç- = -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

5
4

9
91

a
P a b

b

ìïï =ïÞ Þ = + =-íïï =-ïî

. 

Câu 2. Chọn A.
Nhân cả hai vế với xe  ta được:

( ) ( ) 2 1 [ ( )] 2 1x x xe f x e f x x e f x x¢ ¢+ = + Û = + .
Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

2 1[ ( )] 2 1 ( ) 2 1
3

x x xe f x dx x dx e f x x C+¢ = + Þ = + +ò ò
Vậy 4 26(4) (0)

3
e f f- = .

Câu 3. Chọn D.
Nhân cả hai vế với xe-  ta được: 

2. ( ) . ( ) ( . 1)x x x xe f x e f x e x e- - -¢ - = +
2. ( )x xe f x x e- -¢é ùÛ = +ê úë û .

Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 
3

2. ( ) ( ) . ( )
3

x x x xxe f x dx x e dx e f x e C- - - -¢é ù = + Þ = - +ê úë ûò ò
Do (1) 1f =- , nên ta có: 

3
1 11 1. (1)

3 3
e f e C C- -= - + Þ =- .

Suy ra: 
3 1( ) 1

3 3
xxf x e

æ ö÷ç ÷= - -ç ÷ç ÷çè ø
.

Vậy 
3

3 33 1 26(3) 1 1
3 3 3

f e e
æ ö÷ç ÷= - - = -ç ÷ç ÷çè ø

.

Câu 4. Chọn D.
Nhân cả hai vế với 2018xe- , ta được:

2018 2018 2017 2018 2017( ). 2018 ( ). 2018 [ ( ). ] 2018x x xf x e f x e x f x e x- - - ¢¢ - = Û = 
2018 2018 2017 2018 2017( ). 2018 ( ). 2018 [ ( ). ] 2018x x xf x e f x e x f x e x- - - ¢¢ - = Û =  

Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

2018 2017 2018 2018[ ( ). ] 2018 ( ).x xf x e dx x dx f x e x C- -¢ = Þ = +ò ò
Do (0) 2018f = , nên ta có 

2018.0 2018(0). 0 2018f e C C- = + Û = .

Suy ra: 2018 2018( ) ( 2018) xf x x e= + .

Vậy 2018(1) 2019f e= .

Câu 5. Chọn B.

Giải thiết tương đương với: 2

( ) 2 3
( )

f x x
f x

¢-
= + .

Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 

2

( ) (2 3)
( )

f x dx x dx
f x

¢-
= +ò ò

2
2

1 1 13 ( ) (1)
( ) 3 4

x x C f x f
f x x x C C

Þ = + + Þ = Þ =
+ + +

2
2

1 1 13 ( ) (1)
( ) 3 4

x x C f x f
f x x x C C

Þ = + + Þ = Þ =
+ + +

. 

Mà 1(1)
6

f = , nên ta có 1 1 2
4 6

C
C

= Þ =
+

2

1 1 1( )
3 2 1 2

f x
x x x x

Þ = = -
+ + + +

1 (1) (2) (3) ... (2017)P f f f f= + + + + +  

1 1 1 1 1 1 1 11 ...
2 3 3 4 4 5 2018 2019

= + - + - + - + + -

1 1 60551
2 2019 4038

= + - = .

Câu 6. Chọn A.

Giả thiết tương đương với: 2

( )
( )

xf x e
f x
¢

- = .

Lấy nguyên hàm hai vế, ta được: 
ln 2ln 2 ln 2

ln 2

2 0
00 0

( ) 1
( ) ( )

x xf x dx e dx e
f x f x
¢

- = Û =ò ò
1 1 11 (ln 2)

(ln 2) (0) 3
f

f f
Û - = Û = .
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Vậy 

2
ln 2 2 1 2(ln 2) . (ln 2) 2.

3 9
f e f

æ ö -÷ç¢ =- =- =÷ç ÷çè ø
.

Phương trình tiếp tuyến cần tìm là: 
2 1( ln 2)
9 3

y x=- - + 2 9 2ln 2 3 0x yÛ + - - = .

Câu 7. Chọn A.

Ta có 
2

2

0

22sin
4 2

x dx

p

p pæ ö -÷ç - =-÷ç ÷çè øò .

Do đó giả thiết tương đương với 

2
2 2

0

( ) 2 2 ( ).sin 2sin 0
4 4

f x f x x x dx

p

p pé ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú- - + - =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê úè ø è øë û
ò

22

0

( ) 2 sin 0
4

f x x dx

p

pé ùæ ö÷çê úÛ - - =÷ç ÷çê úè øë û
ò

( ) 2 sin 0, 0;
4 2

f x x xp pæ ö é ù÷ç ê úÛ - - = " Î÷ç ÷ç ê úè ø ë û
.

Suy ra ( ) 2 sin
4

f x x pæ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø
.

Vậy 
2 2

0 0

( ) 2 sin 0
4

I f x dx x dx

p p

pæ ö÷ç= = - =÷ç ÷çè øò ò .

Câu 8. Chọn B.
Sử dụng phương pháp tích phân từng phần ta tính được

1 1
2 2 2

0 0

2 2ln ( 1) 2 ln 2lnx dx dx
e e

+ = =ò ò .

Do đó giả thiết tương đương với: 

[ ]
1

2

0

( ) ln( 1) 0 ( ) ln( 1), [0;1]f x x dx f x x x- + = Û = + " Îò

Suy ra: 
1 1

0 0

4( ) ln( 1) lnI f x dx x dx
e

= = + =ò ò .

Câu 9. Chọn D.

Giả thiết tương đương với 
1

0

[ ( ). ( ) 1] 0f x f x dx¢ - =ò
2 2( ). ( ) 1, [0;1] ( ). ( ) 1 ( ). ( )f x f x x f x f x f x f x dx dx¢ ¢ ¢Û = " Î Û = Þ =ò ò 

2 2( ). ( ) 1, [0;1] ( ). ( ) 1 ( ). ( )f x f x x f x f x f x f x dx dx¢ ¢ ¢Û = " Î Û = Þ =ò ò  

hay 
3

2 ( )( ) ( ( ))
3

f xf x d f x dx x C= Þ = +ò ò .

Do (0) 2f = , nên ta có: 
3 (0) 80
3 3

f C C= + Û = .

Vậy 
1

3 3

0

19( ) 3 8 ( )
2

f x x I f x dx= + Þ = =ò .

Câu 10. Chọn C.
Giả thiết tương đương với: 

1 1
2

0 0

[ ( ) ( ) ( )] 2 ( ). ( ) 0f x f x f x dx f x f x dx¢ ¢ ¢+ - =ò ò  
1 12

0 0
0 vi (1) (0) 1

( ). ( ) 1 [ ( ) 1] 0

f f

f x f x dx f x dx

= - =

é ù¢ ¢Û - + - =ê úë ûò ò


2 2( ). ( ) 1, [0;1] ( ) ( ) 1 ( ) ( )f x f x x f x f x f x f x dx dx¢ ¢ ¢= " Î Û = Þ =ò ò
2 2( ). ( ) 1, [0;1] ( ) ( ) 1 ( ) ( )f x f x x f x f x f x f x dx dx¢ ¢ ¢= " Î Û = Þ =ò ò

hay 
3

2 3( )( ) ( ( )) ( ) 3 3
3

f xf x d f x dx x C f x x C= Þ = + Þ = +ò ò
3

2 3( )( ) ( ( )) ( ) 3 3
3

f xf x d f x dx x C f x x C= Þ = + Þ = +ò ò
3( ) 3 3f x x CÞ = + .

Do (1) (0) 1f f- = , nên ta có: 
3 33.1 3 3.0 3 1C C+ - + =

5 33 27
54

C -
Û = .

Vậy 
1

3 3

0

5 33 27 5 33( ) 3 ( )d
18 18

f x x f x x-
= + Þ =ò .

Câu 11. Chọn D.
Ta có: 

3 22 ( ) 2 13 ( ). ( ) 4 1 (0)f x x xf x f x xe f- + + +¢ - = =
3 3 2 23 ( ) ( ) 2 1 2 1( ( )) (4 1).f x f x x x x xf x e e x e e+ + + +¢Û - = + -

3 2 3 23 ( ) 2 2 1 ( ) 2 1[ ( ) ] . (2 1) .f x x x f x x xf x x e x e e e C- + - +¢ ¢Þ - = + Þ = +
 

3 2 3 23 ( ) 2 2 1 ( ) 2 1[ ( ) ] . (2 1) .f x x x f x x xf x x e x e e e C- + - +¢ ¢Þ - = + Þ = +
 

Mà 3 2(0) 1 0 ( ) 2 1f C f x x x= Þ = Þ - = +
3 2 23( ) 2 1 ( ) 2 1f x x x f x x xÞ = + + Þ = + +

1 4089
4

0

12285(4 1) ( )
4

I x f x dx

- +

Þ = + =ò
12285

3
4

a
T a b

b
ì =ïïÞ Þ = -íï =ïî

 = 12273

Câu 12. Chọn A.
Ta có: 

2
2

3

( )( ). ( ) ( ( ))
(2 1)
f xf x f x f x
x

¢¢ ¢+ =
+

2
2

3

( )( ). ( ) ( ( ))
(2 1)
f xf x f x f x
x

¢¢ ¢Û - =-
+
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2

2 3 3

( ). ( ) ( ( )) 1 ( ) 1
( ) ( )(2 1) (2 1)

f x f x f x f x
f x f xx x

¢æ ö¢¢ ¢ ¢- ÷ç ÷Û =- Û =-ç ÷ç ÷çè ø+ +
2

2 3 3

( ). ( ) ( ( )) 1 ( ) 1
( ) ( )(2 1) (2 1)

f x f x f x f x
f x f xx x

¢æ ö¢¢ ¢ ¢- ÷ç ÷Û =- Û =-ç ÷ç ÷çè ø+ +
3
2

3

( ) ( ) (2 1)
( ) ( )(2 1)

f x dx f x x dx
f x f xx

-¢ ¢
Û =- Û =- +

+
ò ò

1
( ) 1
( ) 2 1

f x C
f x x
¢

Û = +
+

.

Thay 0x =  ta được: 1 0C =

( ) 1 ( )
( ) ( )2 1 2 1

f x f x dxdx
f x f xx x
¢ ¢

Þ = Þ =
+ +ò ò

2ln( ( )) 2 1f x x CÛ = + + .

Thay 0x =  ta được: 

2 1C =- ln( ( )) 2 1 1f x xÞ = + - .
Thay 4x =  ta được 2ln( (4)) 2 (4)f f e= Þ = .

Câu 13. Chọn D.
Ta có: 2 ( )( ) (3 2 ) , [ 1;0]f xf x x x e x-¢ = + " Î -

( ) 2( ). 3 2  , [ 1;0]f xf x e x x x¢Û = + " Î -  (*).
Lấy nguyên hàm hai vế của (*) ta được: 

( ) 3 2( ( ))f xe d f x x x C= + +ò
( ) 3 3

1 1( ) lnf xe x x C f x x x CÞ = + + Þ = + + .

Do đó 1

1

(0) ln
 (0) ( 1) 0

( 1) ln

f C
f f

f C

ìï =ï Þ - - =íï - =ïî
.

Vậy 0P = .
Câu 14. Chọn A.

Ta có: 
2 2

2 2 2 2

0 0

4 ( ) 6 (2 ) 4 [4 ( ) 6 (2 )] 4xf x f x x xf x f x dx x dx+ = - Þ + = -ò ò
2 2

2 2 2 2

0 0

4 ( ) 6 (2 ) 4 [4 ( ) 6 (2 )] 4xf x f x x xf x f x dx x dx+ = - Þ + = -ò ò
1 24 6I I IÛ + = .

Trong đó: 
2 2 4

2 2 2
1

0 0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

I xf x dx f x d x f x dx= = =ò ò ò .

2 2 4

2
0 0 0

1 1(2 ) (2 ) (2 ) ( )
2 2

I f x dx f x d x f x dx= = =ò ò ò .

2 2 2
2 2 2

0 0 0

4 2 4 4sin ( ) cos( ) 4 cos ( )I x dx t t dt t dt

p p

= - = - =ò ò ò

2

2
0

0

2 (1 cos(2 )) [2 sin(2 )]t dt t t

p

p

p= + = + =ò .

Khi đó ta có hệ 
4

1 2
1 2

1 2 0

1 ( )
4 6 10 2 10
I I

I I f x dx
I I

p p
p

ì =ïï Û = = Û =íï + =ïî
ò  

hay 
4

0

( )
5

f x dx p
=ò .

Câu 15. Chọn B.
Ta có: 

2 4( ( ). ( )) ( ( )) ( ). ( ) 15 12 ,f x f x f x f x f x x x x¢¢ ¢ ¢¢= + = + " Î
5 2( ). ( ) 3 6 ,f x f x x x C x¢Þ = + + " Î .

Lại có (0) (0) 1f f ¢= =  nên 1C =  do đó 
5 2( ). ( ) 3 6 1,f x f x x x x¢ = + + " Î .

2 5 2( ( )) 2 ( ). ( ) 6 12 2,f x f x f x x x x¢ ¢= = + + " Î
2 6 3

1( ) 4 2 ,f x x x x C xÞ = + + + " Î .

Mà (0) 1f =  nên 1 1C = .

Vậy 2 6 3(1) 1 4.1 2.1 1 8f = + + + = .
Câu 16. Chọn A.

Thay 0x =  vào 2(1 ) ( ) 2f x x f x x¢¢- + =  ta được: 
(1) 0f = .

2 2(1 ) ( ) 2 (1 ) 2 ( ) ( ) 2f x x f x x f x xf x x f x¢¢ ¢ ¢¢ ¢¢¢- + = Þ- - + + =
2 2(1 ) ( ) 2 (1 ) 2 ( ) ( ) 2f x x f x x f x xf x x f x¢¢ ¢ ¢¢ ¢¢¢- + = Þ- - + + = . 

Khi đó (1) 2f ¢ =- .
Ta có 2(1 ) ( ) 2f x x f x x¢¢- + =

1 1
2

0 0

(1 ) ( ) 2f x x f x dx xdxé ù¢¢Þ - + =ê úë ûò ò
1 1

0 0

(1 ) (1 ) (1) ( ) 1f x d x f xf x dx¢ ¢Þ- - - + - =ò ò
1 1

0 0

( ) 2 ( ) 3f x dx xf x dx¢Þ - =ò ò .

Đặt 
1

0

( )J f x dx= ò , ta có: 

1 1 1
1

0
0 0 0

( ) ( ) ( ) (1) ( )I xf x dx xf x f x dx f f x dx J¢= = - = - =-ò ò ò
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Do đó ta có hệ phương trình: 

2 3 1
1

J I I
I J J

ì ì- = =-ï ïï ïÛí íï ï=- =ï ïî î
.

Vậy 
1

0

( ) 1I xf x dx¢= =-ò .

Câu 17. Chọn C.
Ở đây các hàm xuất hiện dưới dấu tích phân là 

2 ( ); ( ); ( )f x xf x f x  nên ta sẽ liên kết với bình phương 
2[ ( ) ]f x xa b+ + .

Với mỗi số thực ,a b  ta có 
1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0

[ ( ) ] ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x x dx f x dx x f x dx x dxa b a b a b+ + = + + + +ò ò ò ò
1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0

[ ( ) ] ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x x dx f x dx x f x dx x dxa b a b a b+ + = + + + +ò ò ò ò
2

24 2( )
3
a

a b ab b= + + + + + .

Ta cần tìm ,a b  sao cho 
1

2

0

[ ( ) ] 0f x x dxa b+ + =ò  

hay 
2

24 2( ) 0
3
a

a b ab b+ + + + + =

2 2(3 6) 3 6 12 0a b a b bÛ + + + + + = .

 Để tồn tại a  thì 2 2(3 6) 4(3 6 12) 0b b bD= + - + + ³
2 23 12 12 0 3( 2) 0 2 6b b b b aÛ- + - ³ Û- - ³ Û = Þ =-

2 23 12 12 0 3( 2) 0 2 6b b b b aÛ- + - ³ Û- - ³ Û = Þ =- .
Vậy 

[ ]
1

2

0

[ ( ) 6 2] 0 ( ) 6 2, 0;1f x x dx f x x x- + = Û = - " Îò
1

3

0

( ) 10f x dxÞ =ò .

Câu 18. Chọn A.
Ở đây các hàm xuất hiện dưới dấu tích phân là 

2 ( );  ( );  ( )f x xf x x f x  nên ta sẽ liên kết với bình 

phương 
2

( )f x x xa bé ù+ +ê úë û .

Với mỗi số thực ,a b  ta có:
1

2

0

( )f x x x dxa bé ù+ +ê úë ûò

( ) ( )
1 1 1

22

0 0 0

( ) 2 ( )f x dx x x f x dx x x dxa b a b= + + + +ò ò ò  

2 245 2( )
3 5 2
a ab b

a b= + + + + + .

Ta cần tìm ,a b  sao cho 
1

2

0

( ) 0f x x x dxa bé ù+ + =ê úë ûò  

hay 
2 245 2( ) 0

3 5 2
a ab b

a b+ + + + + = .

Tương tự như bài trước, ta tìm được 
15

10
a
b

ì =-ïïíï =ïî
.

Vậy 

1
2

0

( ) 15 10 0 ( ) 15 10 , [0;1]f x x x dx f x x x xé ù- + = Û = - " Îê úë ûò
1

3

0

5( )
6

f x dxÞ =ò .

Câu 19. Chọn B.
Cách 1: Hàm dưới dấu tích phân là 2 2[ ( )] ; ( )f x x f x¢  
không có mối liên hệ với nhau.
Dùng tích phân từng phần ta có 

11 13
2 3

00 0

1( ) ( ) ( )
3 3
xx f x dx f x x f x dx¢= -ò ò .

Kết hợp với giả thiết (1) 0f = , ta suy ra 
1

3

0

. ( ) 1x f x dx¢ =-ò .

Bây giờ giả thiết được đưa về 

1
2

0
1

3

0

[ ( )] 7

. ( ) 1

f x dx

x f x dx

ìïï ¢ =ïïïïíïïï ¢ =-ïïïî

ò

ò
.

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là 2 3[ ( )] ; . ( )f x x f x¢ ¢  
nên ta sẽ liên kết với bình phương 3 2[ ( ) ]f x xa¢ + .
Với mỗi số thực a  ta có 

1 1 1 1
23 2 3 2 6

0 0 0 0

( ) [ ( )] 2 . ( )f x x dx f x dx x f x dx x dxa a aé ù¢ ¢ ¢+ = + +ê úë ûò ò ò ò
1 1 1 1

23 2 3 2 6

0 0 0 0

( ) [ ( )] 2 . ( )f x x dx f x dx x f x dx x dxa a aé ù¢ ¢ ¢+ = + +ê úë ûò ò ò ò
2

217 2 ( 7)
7 7
a

a a= - + = - .

Ta cần tìm a  sao cho 
1

3 2

0

[ ( ) ] 0f x x dxa¢ + =ò  hay 

21 ( 7) 0 7
7

a a- = Û = .

Vậy 
1

23 3

0

( ) 7 0 ( ) 7 , [0;1]f x x dx f x x xé ù¢ ¢+ = Û =- " Îê úë ûò
47( )

4
f x x CÞ =- + .

Do (1) 0f = , nên ta có: 47 7(0) .0
4 4

f C C=- + Û =

1
4

0

7 7 7( ) ( )
4 4 5

f x x f x dxÞ =- + Þ =ò .
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Cách 2: Dùng tích phân từng phần ta có 

11 13
2 3

00 0

1( ) ( ) . ( )
3 3
xx f x dx f x x f x dx¢= -ò ò .

Kết hợp với giả thiết (1) 0f = , ta suy ra 
1

3

0

. ( ) 1x f x dx¢ =-ò .

Theo Holder
2 11 1 1 7

2 3 6 2

00 0 0

( 1) . ( ) . [ ( )] .7 1
7
xx f x dx x dx f x dx

æ ö÷ç ÷¢ ¢ç- = £ = =÷ç ÷÷çè ø
ò ò ò

Vậy đẳng thức xảy ra nên ta có 3( )f x kx¢ = , thay vào 
1

3

0

. ( ) 1x f x dx¢ =-ò  ta được 7k =- .

Suy ra 3( ) 7f x x¢ =-  (làm tiếp như trên).

Câu 20. Chọn C.

Ta có 
1 1

2
2

0 0

[ ( )]
( )

dx f x dx
f x

¢+ò ò
1 1

2
2

0 0

1 ( )[ ( )] 2
( )( )

AM GM f xf x dx dx
f xf x

-é ù ¢ê ú¢= + ³ê úë û
ò ò . 

1

0
2 ln ( ) 2 ln (1) 2 ln (0)f x f f= = -

(1)2 ln 2ln 2
(0)

f e
f

= = = .

Mà 
1 1

2
2

0 0

[ ( )] 2
( )

dx f x dx
f x

¢+ £ò ò  nên dấu “=” xảy ra, 

tức là 1( ) ( ). ( ) 1
( )

f x f x f x
f x

¢ ¢= Û =

( ). ( )f x f x dx xdx¢Þ =ò ò
2 ( ) ( ) 2 2
2

f x x C f x x CÞ = + Þ = + .

Theo giả thiết (1) . (0)f e f=  nên ta có 

2 2 2C e C+ = 2
2

12 2 .2
1

C e C C
e

Û + = Û =
-

2

2( ) 2
1

f x x
e

Þ = +
-

2

2 2

2 2(1) 2
1 1

ef
e e

Þ = + =
- -

.

Câu 21. Chọn A.
Áp dụng bất đẳng thức AM GM-  cho ba số dương 
ta có

3 3( ) 4[ ( )]f x f x¢+

3 3
3 ( ) ( )4[ ( )]

2 2
f x f xf x¢= + +

3 3
33

( ) ( )3 4[ ( )] . .
2 2

f x f xf x¢³

23 ( ). ( )f x f x¢= . 

Suy ra 
1 1

3 3 2

0 0

( ) 4[ ( )]  3 ( ). ( )f x f x dx f x f x dxé ù¢ ¢+ ³ê úë ûò ò .

Mà 
1 1

3 3 2

0 0

{ ( ) 4[ ( )] } 3 ( ). ( )f x f x dx f x f x dx¢ ¢+ £ò ò  

nên dấu '' ''=  xảy ra, tức là

3 3
3 ( ) ( ) 14[ ( )] ( ) ( )

2 2 2
f x f xf x f x f x¢ ¢= = Û =

( ) 1 ( ) 1
( ) 2 ( ) 2

f x f x dx dx
f x f x
¢ ¢

= Þ =ò ò
1
21ln ( ) ( )

2
x C

f x x C f x e
+

Þ = + Þ = .

Theo giả thiết 
1
2(0) 1 0 ( )

x
f C f x e= Þ = Þ =

1

0

( ) 2( 1)f x dx eÞ = -ò .

Câu 22. Chọn C.
Hàm dưới dấu tích phân là 

. ( ) ( ). , [0;1]
( ) ( )

x f x f xx x
f x f x
¢ ¢

= " Î .

Điều này làm ta liên tưởng đến đạo hàm đúng ( )
( )

f x
f x
¢

,  

muốn vậy ta phải đánh giá theo AM GM-  như sau:
( ) . ( )2 .
( ) ( )

f x x f xmx m
f x f x
¢ ¢

+ ³  với 0m³  và [0;1]x Î

Do đó ta cần tìm tham số 0m³  sao cho
1 1

0 0

( ) . ( )2 .
( ) ( )

f x x f xmx dx m dx
f x f x

é ù¢ ¢ê ú+ ³ê úë û
ò ò .

Hay 
12

1

0
0

ln ( ) 2 .1
2

mxf x m+ ³

ln (1) ln (0) 2
2
mf f mÛ - + ³

2 0 2
2
m mÛ - + ³ . 
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Chuyên gia sách luyện thiChuyên gia sách luyện thi STEP3
Để dấu “=” xảy ra thì ta cần có 

2 0 2 4
2
m m m- + = Û = .

Với 4m =  thì đẳng thức xảy ra nên ( ) 4
( )

f x x
f x
¢

= .
( ) 4
( )

f x dx xdx
f x
¢

Þ =ò ò
22 2ln ( ) 2 ( ) x Cf x x C f x e +Û = + Þ = .

Theo giả thiết 2

(0) 1
0

(1)
f

C
f e

ì =ïï Þ =íï =ïî
22 1( )

2
xf x e f e

æ ö÷çÞ = Þ =÷ç ÷çè ø
.

Cách khác: Theo Holder
21

2

0

. ( )1
( )

x f x dx
f x

æ ö¢ ÷ç ÷ç£ ÷ç ÷÷çè ø
ò

21 1 1

0 0 0

( ) ( ). .
( ) ( )

f x f xx dx xdx dx
f x f x

æ ö¢ ¢÷ç ÷ç= £÷ç ÷÷çè ø
ò ò ò

1 (1).ln 1
2 (0)

f
f

= = . 

Vậy đẳng thức xảy ra nên ta có ( )
( )

f x kx
f x
¢

= , thay vào 
1

0

. ( ) 1
( )

x f x dx
f x
¢

=ò  ta được 4k = .

Suy ra ( ) 4
( )

f x x
f x
¢

=  (làm tiếp như trên).

Câu 23. Chọn A. 

Đặt 6R = (cm), 10h = (cm).
Gán hệ trục tọa độ như hình vẽ.

Một mặt phẳng tùy ý vuông góc với trục Ox  tại điểm 
x  ( 6 6x- £ £ ) cắt vật thể theo thiết diện có diện tích 
là ( )S x .
Ta thấy thiết diện đó là một tam giác vuông, giả sử là 
tam giác ABC  vuông tại B  như trong hình vẽ.
Ta có ( ) ABCS x SD=

2 2 21 1 1. tan ( )
2 2 2

hAB BC BC R x
R

a= = = -

25(36 )
6

x-
= .

Vậy thể tích lượng nước trong cốc là:
6 6 2

6 6

5(36 )( ) 240
6

xV S x dx dx
- -

-
= = =ò ò (cm3).

Câu 24. Chọn A.

Ta có: 
1   khi  1

1
1    khi  1
x x

y x
x x

ì - ³ïï= - =íï - <ïî
.

2 2 21 1x y y x+ = Þ = -  (vì chỉ lấy phần nửa trên 
của đường tròn).

Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 1y x= -  và 
nửa trên của đường tròn 2 2 1x y+ =  là phần tô màu 
vàng như hình vẽ.
Diện tích hình phẳng trên là:

1
2

0

1 (1 )S x x dxé ù= - - -ê úë ûò
1 1

2
1

0 0

11 ( 1)
2

x dx x dx I= - + - = -ò ò  .

Tính 
1

2
1

0

1I x dx= -ò .

Đặt sinx t=  (với ;
2 2

t p pé ù
ê úÎ -
ê úë û

) cosdx tdtÞ = .

Đổi cận 1
2

0 0

x t

x t

pìïï = Þ =ïíïï = Þ =ïî

.
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3 step tiết lộ bí quyết 3 bước đạt điểm 8+ Toán học STEP3
Ta có: 

2
2

0

1 sin cosI t tdt

p

= -ò

2 2
2

0 0

cos cos cost tdt tdt

p p

= =ò ò

2 2

00

1 cos 2 1 sin 2
2 2 2 4

t tdt t

p p

pæ ö+ ÷ç= = + =÷ç ÷çè øò .

Vậy 1
4 2

S p
= - .

Câu 25. Chọn D.
Ta có diện tích của hình phẳng ( )H  là 3

2

0

( 3) 9S x dx= - =ò .

Gọi 1 2( ), ( )d d  lần lượt là hai đường thẳng có hệ số góc 
1 2,k k  và cùng đi qua điểm (0;9)A .

Khi đó phương trình đường thẳng 1( )d  là: 
1 1( 0) 9 9y k x k x= - + = +  và phương trình đường 

thẳng 2( )d  là: 2 2( 0) 9 9y k x k x= - + = + .
Đường thẳng 1( )d  và 2( )d  lần lượt cắt trục Ox  tại 

1

9 ;0B
k

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
 và 

2

9 ;0C
k

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
 (vì 2 1 0k k< < ).

Theo giả thiết thì 

2
2

1

1

1 91 279. 3
23 2

2 271 99. 63 42

AOC

AOB

S S kk

S S k
k

D

D

ìïì ìïï ï- =ïï ï= =-ïï ïïï ïï ï ïÛ Ûí í íï ï ïï ï ï= =-ï ï ï- =ï ï ïïï îî ïïî

.

Suy ra 1 2
27 27 27
4 2 4

k k- =- + = .

Câu 26. Chọn A.
Ta có: 2 2( ) 3 2 1 4 . ( )f x x x x f x+ + - £

[ ][ ]( ) ( 1) ( ) (3 1) 0f x x f x xÛ - + - - £  (1).
*  Nếu 1x ³  thì (1) 1 ( ) 3 1x f x xÛ + £ £ -

3 3 3

1 1 1

( 1) ( ) (3 1)x dx f x dx x dxÞ + £ £ -ò ò ò
3

1

6 ( ) 10f x dxÛ £ £ò  (2).

*  Nếu 1x £  thì (1) 3 1 ( ) 1x f x xÛ - £ £ +

1 1 1

1 1 1

(3 1) ( ) ( 1)x dx f x dx x dx
- - -

Þ - £ £ +ò ò ò
1

1

2 ( ) 2f x dx
-

Û- £ £ò  (3).

Từ (2), (3) suy ra: 
3

1

4 ( ) 12f x dx
-

Þ £ £ò .

Do 
3

1

3 1 khi 1
( ) 12 ( )

1 khi 1
x x

f x dx f x
x x

-

ì - ³ïï= Þ =íï + £ïî
ò .

Vậy 
2 1 2

0 0 1

( ) ( ) ( ) 5f x dx f x dx f x dx= + =ò ò ò .


