CAC BAI TOAN HINH KHONG GIAN CHO THI DAI HOC

1 -Khoichép

Bai 1.1. Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD la hinh vudng canh a, tam gidc SAB déu va
SAD =90°. J la trung diém SD. Tinh theo a thé tich khéi tit dién ACDJ va khodng cdch tit D
dén mdt phang (ACJ).

Giai:

AD 1 SA
{ S = AD 1 (SAB)

AD 1 AB

+ Goi I 1a trung diém AB thi AD 1 SI(1). Ma ASAB déu nén SI L AB(2)

Tu (1) va (2) suy ra SI L (ABCD). Do dé6 d(J,(ACD)) = %d(S,(ABCD)) = %SI = a_\/§

4
11 ,avV3 a®V3
Tu do V. ==.-a’—= .
OSUYTa YACDI =354 T4 T T g ;
o 5
ABCI vuéng tai B nén CI% = CB2 +BI? = %
ASIC vuodng tai I nén SC? =SI? +1C? = 2a?

Tuong tu SD? = SC? = 242

SCc?2+CcD? SD*

ASCD c6 CJ la dudng trung tuyén nén CJ? = 5 - " a?
3
Xét AJAC c6 JA = %;AC =aV/2;CJ =a nén tinh dudc cosA = 1
VT 1 2V
Tit d6 sindAC = . nén deJAC) = L& YT _ VT
4 25 4 8
5. &V3
. To4  aVv2l
Vay d(D,(JAC)) = = O
y 27 7
8

Nhén xét: Cé thé tinh dién tich tam gidc JAC bang cach 14y hinh chiéu cta J trén mat day (1a
trung diém H ctia DI). Trong mit day, ké HK vudng géc véi AC (hay HK song song véi BD) véi
K thudc AC thi chi ra dudc JK vuong goc véi AC va tinh dude JK la duong cao tam giac JAC.

Bai 1.2. Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi ; hai duong chéo AC = 2v/3a,BD =
2a va cat nhau tai O; hai mat phang (SAC) va (SBD) cung vudng goc véi mdt phang (ABCD).
Biét khodng cdch ti diém O dén mdt phdng (SAB) bang aT\/g’ tinh thé'tich khéi chop S.ABCD
theo a.
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Tu gia thiét AC = 2av3;BD = 2a va AC,BD vuéng géc véi nhau tai trung diém O ctia mdi
dudng chéo. Ta ¢6 tam gidgec ABO vudng tai O va AO = av/3;BO =a, do d6 ABD = 60° hay tam
gidgc ABD déu. Tut gia thiét hai mat phing (SAC) va (SBD) cung vudng géc véi mit phang
(ABCD) nén giao tuyén ctia chiing 12 SO L (ABCD).

Do tam gidc ABD déu nén véi H 1a trung diém ctia AB, K 14 trung diém ctia HB ta ¢c6 DH 1 AB

1
va DH =av/3;0K//DH va OK = QDH = T\/_ = OK L AB= AB 1 (SOK) Goi I la hinh chiéu cta

O 1én SK ta ¢6 OI L SK;AB 1. OI = OI 1 (SAB), hay OI 1a khoang céch tit O dén mat phang
1 1

(SAB). Tam giac SOK vuong tai 0,01 la dudng cao = 012 e 802 =S80 =—- D1en tich
day Sapcp =4SaaBo = 2.0A.0B =2v/3a?; dudng cao ctia hinh chép SO = 5.

. f 1 3a3
Theé tich khoi chop S.ABCD : Vg acp = §SABCD.SO = \/_3a ]

Bai 1.3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi canh bdng 3cm , cdc canh SA =
SB =S8C =3cm. Tam gidc SBD c6 dién tich bang 6cm? .Tinh thé tich ciia khbi chép S.ABCD.
Giai:

Goi H 1a hinh chiéu ctia S trén (ABCD) suy ra H nam trén BD (Vi SA = SB == SC,BD la trung
truc caa AC). Do d6 SH duong cao cua hinh chép ciing 1a dudng cao ciia tam giac SBD; Goi O
14 giao diém ctiia AC va BD. Vi SA =SC =DA =DC nén SO =DO suy ra tam gidc SBD 1a tam

12

giac vuong tai S. Vi dt(SBD)=6 va SB=3 nén SD =4; suy ra BD =5,SH = 5
. 5 V11 5v11

ABCD la hinh thoi ¢c6 AD =3,DO = 5 nén AO = > suy ra dt(ABCD) = —



CHINH PHUC

\{  TOANTUA-Z |&

> : ;
Vs ABCD = §SH.dt(ABCD) =2V11.
Vay thé tich khéi chép S.ABCD bang 2v11(cm?). O

Bai 1.4. Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA = 3a (vdi a > 0); SA tao véi ddy (ABC) mét géc bang 60°.
Tam gidc ABC vuéng tai B,ACB = 30°.G la trong tdm tam gidc ABC. Hai mdt phdng (SGB)
va (SGC) cung vudng goc véi mdat phang (ABC). Tinh thé'tich hinh chép S.ABC theo a.

) Giai:

. N - R ~ = A 3
Goi K 13 trung diém BC. Ta c6 SG L (ABC);SAG = 60°,AG = Ea

%;SG: 3av3

Tu do AK = 5
Trong tam gidc ABC dit AB=x= AC =2x;BC =xV/3.
9aV7
14

1 243
Va = -SG.dt(ABC) = ——a3. ]
ay Vs apc 3SG dt(ABC) 112(1

Ta c6 AK2=AB%2+BK? nén x =

Bai 1.5. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng va tam gidc SAB la tam gidc
can tai dinh S. Géc gitta duong thang SA va mdt phang ddy bang 45°, géc giita mdt phang
(SAB) va mdt phang ddy bang 60°. Tinh thé tich khbi chép S.ABCD, biét rang khodng cdch
gitta hai duong thang CD va SA bdng a/e.

Giai:

Goi H 1a hinh chiéu vudng géc ctia S 1én mat day, M 1a trung diém AB va do tam giac SAB
can tai S nén SM vudng géc véi AB va két hop véi SH vudng géc véi day suy ra AB vudng goc
v6i mat phdng SMN nén theo gia thiét ta dudc: (SA,(ABCD))=SAH =45°= SA =SHV?2.

R I I 2
((SAB),(ABCD))=(SM,MH)=SMH =60°> SM = SH.E.



20 cHINHPHUC

TOANTU A-Z

Tt diém N ké NP vudng goc v6i SM thi dé thay NP 1a khoang cach gitia hai du0ng thang SA
va CD suy ra NP =av6. Tac6 SH.MN =NP.SM < SH.AB=aV6.SH < AB=2V2a

4SH?
Trong tam gidc SAM ta c6 SA2=AM?+SM? < 2.SH?= + 942 SH =av3.
1 3.842 8v3a3
Vay Vs.apcp = 5SH.dHABCD) = “‘/_3 ¢ _ ‘ga _ -

Bai 1.6. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhdt AB = a,BC = 2a. Canh bén
SA vubng géc véi mdt ddy, SA = a. Goi H la hinh chiéu cia A trén SB. Tinh thé tich khoi
chép H.ACD theo a va césin clia géc gitta hai mdt phing (SBC) va (SCD).

Giai:

S

Ké HE//SA(E € AB) = HE 1 (ABCD).
BH AB?> 1 HE a

T AB c¢6 AB2=BH.SB =— > HE=—=
rong tam giac SAB co SB=> — SB =SB2-5-35a => 5 3

Dién tich AACD 1a Saacp = $AD.CD =a® = thé tich H ACD 1a Vg acp = 3HE Saacp =%
SA 1 (ABCD)=SA L BC ma BC 1. AB nén BC 1. (SAB)=BC 1. HA ma HA 1 SB nén HA |
(SBC) tuong tu goi K 1a hinh chiéu ctia A trén SD thi AK 1 (SCD) do vay géc gitta hai mat

phang (SBC) va (SCD) la géc gitta AH va AK.

S 1 1 1 a\/_ 5_ av2
trong tam giac vuong SAB c¢6 A= AR + A > AH = ,SA“=SH.SB= SH = 5

2a a
tuong tu AK = —,SK=—
g \/— 25

_— SB?2+SD?-BD? SH?+SK?-HK? a?
BSD = = HK? ="
cos BS 9.8B.SD , 2SHSK = 2
_ AH?24AK?_HEK? V10 - V10
Trong AAHK c6 cosAHR = ; e = Y250 = cos(SBC),(SCD) = Y 0

Bai 1.7. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng . Mat bén SAB la tam gidc
cén tai S, mat phang (SAB) vudng goc véi ddy, mdat phang (SCD) tao vdi ddy géc 60° va cdch
duong thang AB mét khodng la a. Tinh thé'tich khéi chop S.ABCD theo a.

Giai:
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Goi H,I 1an lugt 1a trung diém AB va CD Do SAB can tai S nén SH L AB ma (SAB) L (ABCD)
do @6 SH L (ABCD)= SH 1 CD,HI 1 CD nén CD 1 (SHI), ké HK 1 SI,CD L HK nén HK 1
(SCD)= HK =d(H,(SCD))=d(AB,(SCD))=a

HIICD
CD L(SHI)=> SI.LCD = ((SCD),(ABCD) = (HI,SI)=SIH =60°

CD =(SCD)n(ABCD)

3 HK 2a . 0
Trong AHKI ¢c6 HI = ————=—=BC. Trong AHSI c6 SH = HI .tan60" = 2a

sin60° /3
4 2
dién tich ABCD 1a Sapcp = BC2 = %
e < 1 8a3

The tich S.ABCD la VS‘ABCD = gSH-SABCD = 7 ]

Bai 1.8. Cho hinh chép S.ABCD c6 dday ABCD la hinh binh hanh théa man AB = 2a,BC =
aVv2, BD = av/6. Hinh chiéu vudng goc cia dinh S lén mdt phing (ABCD) la trong tém clia
tam gidc BCD. Tinh theo a thé'tich khéi chép S.ABCD, biét rang khodng cdch giita hai duong
thang AC va SB bing a.

Giai:

Goi H 1a hinh chiéu vuéng géc ciia S 1én miat phang (ABCD), M 1a trung diém CD va O 1a tam
.l . A ., . o, AB?+AD? BD? 3a?
cua day ABCD. Do AO la trung tuyen cta tam giac ABD nén AO“ = - =

2 1 2
6 AO 246
AO:“‘TF:AH:A0+—: “?:F
_BD?*+BC?* CD? 6a*+2a®> 4a” 2av/3

BM? =3a2=>BM =av3=>BH=

2 4 2 4 3
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Ké HK vuodng goc v6i SB, theo chiing minh trén ta dudc AH 1L (SHB) suy ra AH 1| HK > HK
la doan vuéng goc chung ctia AC va SB suy ra HK =a.

1 1
= + SH=2
HK® SH? HB® @
41/2a3

1 1 4 1
Ta co VS.ABCD = §SH-SABCD = gSH-‘I-SOAB = gSH'EOA'BH = 3

Trong tam giac vuéng SHB ta co

2 - Khéi lang tru

Bai 2.1. Cho khéi lang tru tam gidc ABC.A1B1C ¢6 ddy la tam gidc déu canh 2a, diém A,
cdch déu ba diém A,B,C. Canh bén AiA tao vdi mdt phang ddy moét géc a. Hay tim « , biét
thé'tich khéi ling tru ABC.A1B1C1 bang 2v/3d°.

Giai:

Ta c¢6 tam giac ABC déu canh 2a nén Sspc =a?v3
Mit khac A1A =A1B=A;C = A;1.ABC 1a hinh chép tam giac déu dinh A;.
Goi G la trong tam tam giac ABC, ta c6 A1G la duong cao.

.. , 2 2av3
Trong tam giac ABC ¢6 AG = §AH = a3\/_
.. A~ = 2av/3
Trong tam giac vuong A1AG c6: A1AG = a;A1G = AG.tana = tana.
Thé tich khdi lang tru V = A1G.Sapc = 2v3a® = tana = V3 = a = 60°. O

Bai 2.2. Cho lang tru diung ABC.A'B'C’' ¢6 ddy ABC la tam gidc cdn véi AB = AC = a, goc
BAC =120°, canh bén BB' =a . Goi I la trung diém cia CC'. Ching minh tam gidc AB'I
vudng tai A va tinh cosin clia géc gitta hai mdat phing (ABC) va (AB'I).

Giai:
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I
I
|
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B’ | o
|
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N I
I
AN
I
Y 4
B C

Ta ¢6 BC = av/3. Ap dung dinh 1i Pitago trong tam gidc vuéng ACI,ABB',B'C'I

5 13
Suy ra Al = %a,AB’ =+v2a,B'I = ga

Do d6 AIZ + AB”? = B'I? Vay tam giac AB'I vudng tai A

1 10 3 s as o n . 2 N
Sapr= EAI.AB’ = gaz, Sapc = %az. Goi a 1a géc gitia hai mat phang (ABC) va (AB'I). Tam
gidgc ABC 1a hinh chiéu vudng géc ctia tam gidc AB'I.
V10 V3 3
SuyI‘aSA/B[COSQ’:SABc<:>TCOS(X:T<:>COSOCZ 0 L]

Bai 2.3. (DB1 A 2007) Cho lang tru dung ABCA1B1C1 c6 AB = a,AC =2a,AA; = 2aV/5 va
BAC =120°. Goi M la trung diém cia canh CC1. Chitng minh MB L M A1 va tinh khodng
cdch tir diém A téi mdt phang (A1BM).

Giai:
A

///
B

+ Ta c6 AiM?=A1C%+C1M?=9a% BC?=AB?+AC?-2AB.AC.cos120° = 7a?;

BM? =BC? +CM?=12a%; A1B?>=A1A%2 + AB? =21a% = A{M? + MB?

= MB vudng goc véi M A,

+ Hinh chép MABA; va CABA; c6 chung d4y 1a tam gidc ABA; va dudng cao bang nhau nén
thé tich bang nhau.

= V =Vyapa, = Vcapa, = %AALSABC = %a‘g\/ﬁ

3V 6V avh

d(a,(MBA,)) = - _
= da,MBA= o = B MA, 3
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va mdt ddy bang 30° . Hinh chiéu vuéng géc H ciia dinh A trén mdt phing (A1B1C1) thudc
duong thang B1C1. Tinh thé tich khéi ling tru ABC.A1B1C1 va tinh khodng cdch giita hai
duong thang AA; va B1C1 theo a.

Giai:

C1

AAH=30° AH = AA;.sin30° = g

3
" fe v 3
The tich khoi lang tru ABC.A1B.C1: V =AH.dt(A1B1Cq) = a’v3

3 . . 3
AAAH vuong, A1H = a.cos30° = “\Tf Do AA;B;C; ddu canh a,H thudc B;C; va AH = %

nén AlHLBlcl
Co6 AH1B1C;dod6 B;C11(AA1H). Ké duong cao HK cua AAA1H thi HK chinh la khoang cach
glﬁa AA1 va 3101

AHAH aV3

Tac6 AA1.HK =AH.A1H, > HK =
aco 1 1H, = AA, 1

O

Bai 2.5. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C' ¢6 ddy la tam gidc déu canh a, hinh chiéu vudng géc
ctia A’ lén mdt phang (ABC) trung véi trong tdm O clia tam gidc ABC. M6t mdt phang (P)
2
. 1 o A « A N , N , M 3 s,
chita BC va vudng goc voi AA', cat lang tru theo moét thiet dién cé dién tich bang 4 . Tinh

thé tich khoi ling tru ABC.A'B'C' theo a.

Giai:
Al c’

Goi M 1a trung diém ctia BC, goi H 1a hinh chiéu vudng géc ciia M 1én AA’, Khi d6 (P) = (BCH).
Do géc A’AM nhon nén H nam gitta AA’. Thiét dién caa ling tru cit béi (P) 1a tam gidec BCH.
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Do tam gidc ABC déu canh a nén AM = \2/_ AO_§AM_T\/_
2 1 2
TheobéiraSBCH:a \/_:iHM.BC:a :_:HM:%,
= VAM?—HM? = _3a%_3a
4 16 4
. .. . N . A'O HM
Do hai tam giac A’AO va MAH dong dang nén 10 - AH
cuy ra A0 < AO-HM _a 3av34 a
y " AH 3 4 3a 3 iy
1 3
Thé tich khéi lang tru: V = AOSABC——AOAMBC—E%aTa—aIZ : 0

3 - Khoi tron xoay

Bai 3.1. Cho hinh tru cé bdn kinh ddy bang a va duong cao biang av/?.

a) M va N la hai diém luu déng trén hai ddy sao cho géc cia MN va ddy bing a . Tinh

khodng cdch ti truc dén MN.

b) Tinh thé'tich va dién tich xung quanh cia ldng tru tam gidc déu ngoai tiép hinh tru
Giai:

a) Ké duong sinh NN’ ta ¢c6 NMN' = a, ké OHLMN' thi OH béng khéang céch gitta truc 00’
va MN.
Ta ¢6: MN' = NN'.cota =a.v/2.cota

2 2
AOMH vuéng : OH? =OM? - MH? = a? - %cotza = %(2—c0t2 a)

2 — cot?
- O —ay | 2250C8

b) Goi x la canh cﬁa tam gidc déu ngoai tiép duong tron day cta hinh tru.

1 3 6R 6
Ta ¢6: O'N = R——AN x‘/__x‘/_:m:_:_“
3 2 6 V3 V3
2 2
36
Vapc.apc = ;/_-00’ (i v3 .aVv2=3a%.6.
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a) Tinh thé tich va dién tich xung quanh cia hinh non.

Bai 3.2. Cho hinh non dinh S cé duong sinh la a, géc gitta duong sinh va ddy la « .

b) M6t mdt phdng hop véi ddy mot géc 60° va cdt hinh nén theo hai duong sinh SA va SB.
Tinh dién tich tam gidc SAB va khodng cdch tiz tam ciia ddy hinh nén dén mdt phang nay.

Giai:
s

a) Tinh Vva S,,.

ASAO vuong : SO =a.sina,AO =a.cosa
V= %n.AOz.SO = %n.a:ﬂ.cos2 a.sina
Sxq=n.A0.SA =m.a®.cosa

b) + Tinh Sgag

Ké OHLAB = SH.1AB, do 46 SOH = 60°
av3.sina
3

AOH vuéng : AH? = AO? -OH? = a®.cos®a -

ASOH vuéng :0H =S0.cot.60° =
3a2.sina
9

a X
- AH = —1/3cos2a—sina

V3

1
Vay Ssap = EAB.SH =
+ Tinh d(O,(SAB))
Ké OK1SH = OK1(SAB)

OKH vudng : OK = OH.sin60° =

2a2.sinaV/ 3cos? a —sin?

3

av3sina \/§_a.sina
3 2 2

O

Bai 3.3. Cho hinh chép S.ABCD c6 dday ABCD la hinh chit nhdt va cé canh bén SA vubng

goc vdi day.
a) Xdc dinh tém mdt cau ngoai tiép hinh chép SABCD.

b) Goi (P) la mdt phdng qua A va vudng gée véi SC cdt AB,SC,SD lan lugt tai B',C',D'.
Chiing t6 rang bdy diém A,B,C,D,B',C',D’ cung nam trén mét mdt cau.

Giai:

10
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BC1lAB

a)Taco: = BC.1SB
BC1SA

Tuong tu CD1SD

Vay cac diém A,B,D déu nhin doan SC duéi mét géc vudng, do d6 tam mat cau ngoai tiép hinh

chép S.ABCD la trung diém I ctia SC.

b)Ta c6: AC'LSC tai C' AB'1SC va AB'1BC (vi BCL1(SAB))nén AB'1(SBC)= AB'1B'C

Tuong tu AD' 1LD'C

Vay céc diém B’,C’,D’, D, B cung nhin doan AC duéi mét géc vudng, do d6 bay diém A,B,C,D,B’,C’,D’
cung nam trén mit cau duong kinh AC. O

4 - Bai tap tu luyén c6 dap soé

1. (CP 2012) Cho khéi chép S.ABC ¢6 day ABC 1a tam gidc vudéng can tai A, AB=aVv2,SA =
SB = SC. Géc gitta dudng thang SA va mét phang (ABC) bang 60°. Tinh thé tich khdi
chép S.ABC va ban kinh mét cau ngoai tiép hinh chép S.ABC theo a.

. 3a? 2av3
*Dépsﬁ:Vz\/;a ,R = a3\/_

2. (D 2012) Cho hinh hop ding ABCD.A'B'C'D’ ¢6 day la hinh vudng, tam giac A’AC vuong
can, A'C = a. Tinh thé tich cta khéi ti& dién ABB'C’ va khoang céach ti diém A dén mat
phang (BCD') theo a.

N
*Pap so: V= d=
ap S0 8“6

3. (B 2012) Cho hinh chép tam giac déu S.ABC v6i SA = 2a,AB = a. Goi H 14 hinh chiéu
vudng géc ciia A trén canh SC. Chiing minh SC vuéng géc véi mat phang (ABH). Tinh
thé tich cua khéi chép S.ABH theo a.

7V11a3
96

4. (A 2012)Cho hinh chép S.ABC c¢6 day la tam giac déu canh a. Hinh chiéu vuéng géc cua
S trén mat phang (ABC) 1a diém H thudc canh AB sao cho HA = 2HB. Géc gitta dudng
thang SC va mit phang (ABC) bang 60°. Tinh thé tich khéi chép S.ABC va tinh khoang
cach gitta hai dudng thang SA va BC theo a.

) VT 42
*Pap so: V = al\z/_,g: a\g_

* Pap s6: V =

11
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(Cb 2011) Cho hinh chop S.ABC c¢6 day ABC la tam giac vuong can tai B AB =a,SA
vudng géc véi mat phang (ABC), géc gita hai mat phang (SBC) va (ABC) bang 30°. Goi
M la trung diém cta canh SC. Tinh thé tich ctia khéi chép S.ABM theo a.

3
P 3

*Dépsﬁ:Vza va

36

. (A 2011) Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vudng can tai B,AB = BC = 2a;

hai mit phang (SAB) va (SAC) cung vudng géc véi mit phang (ABC). Goi M 1a trung
diém ctia AB; mat phang qua SM va song song véi BC, cat AC tai N. Biét géc gitta hai
mit phang (SBC) va (ABC) bang 60°. Tinh thé tich khéi chép S.BCNM va khoang cach
gitta hai duong thang AB va SN theo a.

P 2
*Dap s6: V=a3V3,d = al\;@

(B 2011) Cho hinh lang tru ABCD.A1B1C1D1 c6 day ABCD la hinh chit nhat, AB =
a,AD = av/3. Hinh chiéu vudéng géc ciia diém A; trén mit phang (ABCD) trung véi giao
diém ctia AC va BD. Géc gitta hai mat phéng (ADD1A1) va (ABCD) bang 60°. Tinh thé

tich khéi ling tru da cho va khoang cach tir diém B; dén mat phéing (A1BD) theo a.

* Pap s6: V—3i d—aT\/g

(D 2011) Cho hinh chép S.ABC ¢6 day ABC la tam giac vuong tai B, BA = 3a,BC = 4a;
mit phdng (SBC) vudng géc véi mat phing (ABC). Biét SB = 2av/3 va SBC = 30°. Tinh
thé tich khéi chép S.ABC va khoang cach tit diém B dén mat phang (SAC) theo a.

P 6aV'7
* Dap s0: V =2v3a3,d = a,;/_

(A 2010) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudng canh a. Goi M va N lan
lugt 1a trung diém cta cac canh AB va AD; H 1a giao diém ctia CN véi DM. Biét SH
vudng géc véi mat phang (ABCD) va SH = a+/3. Tinh thé tich khéi chép S.CDNM va tinh
khoang cach giita hai duong thang DM va SC theo a.

3
. 2
*Déps():V:5\/§a d= V3a
24 V19

(D 2010) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudong canh a, canh bén SA =q;
hinh chiéu vudng géc ctia dinh S trén méit phang (ABCD) 1a diém H thudc doan AC,AH =
AC . N N\, 2 ., Va . ~ v 2 N
- Goi CM la duong cao cua tam giac SAC. Ching minh M la trung diém cta SA va
tinh thé tich khéi ti dién SMBC theo a.

) 3V/14
*Pap so: V = a’Vi4
48
(CP 2010) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng canh a, mat
phang (SAB) vudng géc véi mat phang day, SA = SB, géc gitta duong thang
SC va mat phéng day bang 45°. Tinh theo a thé tich khéi chép S.ABCD.

a3V

* Dap sb

(B 2010) Cho lang tru tam giac déu ABC.A'B'C’ ¢6 AB =a, géc giita hai mat

phéng (A’BC) va (ABC) bang 60°. Goi G 1a trong tAm tam gidc A’BC. Tinh

thé tich khéi lang tru da cho va tinh ban kinh mit cau ngoai tiép ti dién GABC theo a.
) 3a3 7

*Pap so: V = @’V3 @

8 R_12
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(CP 2009) Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD c6 AB =a,SA =av2. Goi M,N va P lan
ludt 14 trung diém cta cac canh SA,SB va CD. Ching minh dudng thang MN vudng géc

v6i duong thang SP. Tinh theo a thé tich khéi ti dién AMNP.
a3v6

* Pap s6: V =
ap so P

(A 2009) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang vuong tai A va D; AB =
AD =2a,CD =a; géc gitta hai mat phang (SBC) va (ABCD) bang 60°. Goi I 1a trung diém
cta canh AD. Biét hai mét phang (SBI) va (CSI) cung vudng géc véi méit phéng (ABCD),
tinh thé tich khéi chép S.ABCD theo a.

3v/15a®

5

(B 2009) Cho hinh léng tru tam giac ABC.A'B'C’ ¢6 BB' = a, géc giita dudng thang BB’ va
miét phing (ABC) bang 60°; tam gidc ABC vudng tai C va BAC =60°. Hinh chiéu vudng
géc cia diém B’ 1én mit phang (ABC) trung véi trong tAm ctia tam gidc ABC. Tinh thé

tich khoi tu dién3A’ABC theo a.

, % 9a
*Pap so: V = 208
(D 2009) Cho hinh lang tru diung ABC.A'B'C’' ¢6 day ABC la tam giac vuong tai B,
AB=a,AA' =2a,A'C = 3a. Goi M 1a trung diém cta doan théng A'C’, I 1a giao diém ctaa
AM va A'C. Tinh theo a thé tich khéi ti dién TABC va khoang céch tit diém A dén mit
phéng (IBC).

4a3 2av5

* Dap s6: V = 5 ,d = 5

* Pap s6: V =

(CP 2008) Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD 1a hinh thang, BAD = ABC = 90°,AB =
BC = a,AD = 2a,SA vudng géc véi day va SA = 2a. Goi M,N lan ludt 1a trung diém
cta SA,SD. Ching minh réing BCNM 1a hinh chit nhat va tinh thé tich cta khéi chép
S.BCNM theo a.
* Pap s6: V = %

(A 2008) Cho liang tru ABC.A'B'C’ ¢6 @6 dai canh bén bing 2a, ddy ABC la tam giac
vuéng tai A,AB = a,AC = a/3 va hinh chiéu vuéng géc ciia dinh A’ trén mat phéng
(ABC) 1a trung diém ctia canh BC. Tinh theo a thé tich khéi chép A’.ABC va tinh cosin
cua goc gita ha3i duong thang AA',B'C’.

1

* Pap s6: V = %,cosq): 1

(B 2008) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng canh 2a,SA =a,SB=aV3
va mat phang (SAB) vudng géc véi mat phang day. Goi M, N lan lugt 14 trung diém cta
cac canh AB,BC. Tinh theo a thé tich khéi chép S.BMDN va tinh cosin ctia géc gitta hai

duong thing SM,DN.
a®V3 V5

* Pap s6: V = g oS =
(D 2008) Cho lang tru diung ABC.A'B'C’ ¢6 day ABC la tam giac vuong, AB = BC =a,

canh bén AA’ = av2. Goi M la trung diém cua canh BC. Tinh theo a thé tich cta khéi

13
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lang tru ABC.A’B'C’ va khoang cach giita hai duong thang AM,B'C.
) 32 7
* Pap sb:v="2 2\/_,d: \/;a

(A 2007) Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vuoéng canh a, mat bén SAD la tam giac
déu va ndm trong mit phang vuéng géc véi ddy. Goi M,N,P 1an lugt 1a trung diém caa
cac canh SB,BC,CD. Ching minh AM vudng géc v6i BP va tinh thé tich cta khéi ti dién
CMNP. g
* Pap s6: V = v3a

96

(B 2007) Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 day 1a hinh vuéng canh a. Goi E 1a diém
dbi xting ctia D qua trung diém cta SA,M la trung diém ctia AE,N la trung diém cta
BC. Chiing minh MN vuéng géc véi BD va tinh theo @ khoang cach gitia hai duong thing
MN va AC.

* Pap s6: d = %

(D 2007) Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh thang, ABC = BAD = 90°,BA = BC =
a,AD = 2a. Canh bén SA vudng géc véi day va SA = av/2. Goi H 14 hinh chiéu vudng géc
cla A trén SB. Ching minh tam gidc SCD vuéng va tinh theo a khoang céch tit H dén
mit phang (SCD).

* Pap s6: d = %

(A 2006) Cho hinh tru c6 d4y 1a hai hinh tron tdm O va O, ban kinh d4y bang
chiéu cao va bang a. Trén dudng tron day tam O 14y diém A, trén dudng tron
day tam O’ lay diém B sao cho AB = 2a. Tinh thé tich ctia khéi tii dién OO’AB.
v3a?

12
(B 2006) cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chtt nhat véi AB =a,
AD =av/2,SA =a va SA vuéng géc véi mat phang (ABCD). Goi M va N lan
lugt 1a trung diém ctia AD va SC;I 1a giao diém ctia BM va AC. Ching minh

mit phang (SAC) vudng géc véi mit phang (SMB). Tinh thé tich ctia khéi tid dién ANIB.
V2a?
36

(D 2006) Cho hinh chép tam gidc S.ABC c6 day ABC la tam gidc déu canh a,SA = 2a va
SA vudng géc véi mat phang (ABC). Goi M va N lan lugt 1a hinh chiéu vudng géc caa A
trén cac duong thing SB va SC. Tinh thé tich ctia khdi chép A.BCNM.

) 3v3a3
*Pap so: V = V3a
50

* Pap s6: V =

* Pap s6: V =

(B 2004) Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 canh day bang a, géc gitta canh bén va
mét day bang ¢((0° < ¢ < 90°). Tinh tang cua géc giita hai mat phang (SAB) va (ABCD)
theo ¢. Tinh thé tich khoi chép S.ABCD theo a va ¢.

\/§a3tan<p

* Pap s0: tana = V2tang,V = .

(D 2003) Cho hai mét phang (P) va (@) vudng géc véi nhau, ¢ giao tuyén 1a duong thang
A. Trén A lay hai diém A,B v6i AB = a. Trong mat phang (P) lay diém C, trong mat

14
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kinh mat cau ngoai tiép ti dién ABCD va tinh khoang cach tit A dén mét phang (BCD)
theo a.
av3 av?2

"‘Délpsf):R:—2 ,al:—2

(B 2002) Cho hinh 14p phuong ABCD.A1B1C1D; ¢6 canh bang a. a) Tinh theo a khoang
cach gita hai duong thang A;B va B1D. b) Goi M, N, P lan ludt 14 cic trung diém ctia cac
canh BB1,CD,A1D;. Tinh géc giita hai dudng thang MP va C1N.

Z a
*Pap s6:d = —,g =90°
(D 2002) Cho hinh ti& dién ABCD c¢6 AD vudng géc véi méit phang (ABC);AC = AD =

4cm;AB = 3cm;BC =5c¢m. Tinh khoang cach tit diém A t6i mat phang (BCD).

£ 4
*Dépsé:dzg

(DB1 A 2007) Cho lang tru ding ABCA1B1C; ¢6 AB=a,AC =2a,AA; = 2aV5 va BAC =
120°. Goi M 1a trung diém ctia canh CC;. Ching minh MB 1 M A, va tinh khoang cach
tit diém A t6i mat phang (ABM).
P 5
*Pap s0:d = ﬂ
3
(DB2 A 2007) Cho hinh chép S.ABC c6 géc gitta hai mit phang (SBC) va (ABC) bang
60°, hai tam gidc ABC va SBC la cac tam gidc déu canh a. Tinh theo a khoang cach ti B
dén mat phang (SAQ).
3a

* Pap s6: d = —
V13

(DB1 B 2007) Cho hinh chéop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh vuoéng tam O, SA vuong
géc v6i day. Cho AB =a,SA =av/?2. Goi H va K lan ludt 1a hinh chiéu caa A 1én SB,SD.

Chtng minh SC L (AHK) va tinh thé tich khéi chép OAHK.

) 2a3
*Déps@:V:%

(DB2 B 2007) Trong mét phang (P) cho nta dudng tron duong kinh AB = 2R va diém C
thudc nta dudng tron d6 sao cho AC = R. Trén duong thing vuong géc véi (P) tai A lay
diém S sao cho géc giita hai mét phéng (SAB) va (SBC) bang 60°. Goi H,K lan lugt 1a
hinh chiéu vudng géc cia A trén SB,SC. Ching minh tam gidc AHK vudng va tinh thé
tich khdi ti dién SABC theo R.
R3V6

12
(DB1 D 2007) Cho lang tru ding ABC.A1B1C; c6 day ABC la tam giac vuéong AB=AC =
a,AA; =aVv2. Goi M,N lan ludt 14 trung diém ctia AA;,BC;. Chiing minh MN la duong
vudng géc chung ciia cac duong thang AA; va BC;. Tinh thé tich khéi ti dién MABC;.
adv2

12

* Pap s6: V =

* Pap s6: V =

(DB2 D 2007) Cho lang tru ding ABCA1B1C; c6 tit ca cic canh déu bang a. M 1a trung
diém cta AA;. Chiing minh BM 1 B;C va tinh khoang cach giita hai duong thang BM

15
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va Blc.

p 30
*Pap so: d = av30

10

37. (DB1 A 2008) Cho hinh chép S.ABC c6 day la tam giac ABC vuong can tai B, BA =BC =
2a, hinh chiéu vuéng géc cia S trén mat phang day (ABC) la trung diém E ctua AB va
SE =2a. Goi I,J lan ludt 1a trung diém cta EC,SC; M la diém di dong trén tia dbi caa
tia BA sao cho géc ECM = a(a < 90°) va H 1a hinh chiéu vuéng géc ctia S trén MC. Tinh
thé tich khéi t dién EHIJ theo a,a va tim a dé thé tich d6 16n nhat.
* Dap bV = 5a3sin2a

8

38. (DB2 A 2008) Cho hinh chép S.ABC ma méi méit bén 13 mét tam gidc vudng,
SA=8B=SC=a.Goi M,N,E lan lugt 13 trung diém cta cac canh AB,AC,
BC;D la diém dbi xtng caa S qua E; I 1a giao diém ctua dudng thing AD véi
mét phang (SMN). Chiing minh AD 1 SI va tinh theo a thé tich cta khdi ti
dién MBSI.

*Dépsé:V:g—G

39. (DB1 B 2008) Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudng canh a,SA =av/3 va
SA vudng géc véi mét phang day. Tinh theo a thé tich khéi tid dién SACD va tinh cosin

clia géc gitta hai duong thang SB va AC.
a®V3 V2

,C08Q = —
6 4

40. (DB2 B 2008) Cho tt dién ABCD c¢6 cac mat ABC va ABD la cac tam giac déu canh a,
cac mat ACD va BCD vudng géc véi nhau. Hay tinh theo a thé tich khéi ti dién ABCD
va tinh sb do ctia géc giita hai dudng thang AD,BC.

3
p 2
*Pap so: DSV = al\z/_

* Pap s6: V =

,g =60°

5 - Céac bai toan vé khoang cach

Pham vi nhiing bai tap nay t6i sé dé cap mot phuong phap xuyén subt dé giai cac bai toan vé
khoang cach trong khéng gian dé 1a quy vé bai toan co ban: Tinh khoang cach tit chan dudng
cao dén mét mét cia hinh chép.

Trude hét ta can nam chic bai toan: Cho hinh chép SABC c¢6 SA vudng géc vdi ddy ABC.
Tinh khodng cdch ti diém A dén mdat phang (SBC)
« Viéc tinh khoang cach nay la rat don gian nhung né la chia khéa dé giai quyét moi bai toan
lién quan dén khoang cach:

Ta ké AM1BC,AH1SM = AH1(SBC) = d a/spc)=AH
Trong tam giac vuong SAM ta co
1 1 1 .
_ 1 L g _ASAM
AH?  AS? ' AM? JASZ L AMZ

« Tinh chét quan trong
- Néu duong théng (d) song song véi méit phang (P)
thi khoang cach tit moi diém trén (d) dén mét phang (P) 12 nhu nhau

16
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-Néu AM = EBM thi dA/(p) IkIdB/(p) trong d6 (P) 1a mat phang dl qua M
- Néu a,b 14 hai duong thang chéo nhau.
Goi (P) 1a mat phang chia b va (P)|la thi dup = daip) = dyrea/p)
Trén co sé cac tinh chat trén. Khi can tinh khoang cach tit mot diém dén mot mét phang ,

hay tinh khoang cach gitta hai duong thang chéo nhau ta ludn quy dudc vé bai toan co ban.
Ta xét cac bai toan sau:

Bai 5.1.

Cho hinh chép SABCD c6 ddy ABCD la hinh thang ABC = BAD =90°, BA =BC =a,AD = 2a.
Canh bén SA vuéng géc véi ddy va SA = av/2, géc tao bdi SC va (SAD) bang 30°. Goi G la
trong tém tam gidc (SAB). Tinh khodng cdch ti G dén mdt phing (SCD)

Ké CE vudng géc v6i AD thi E 1a trung diém ctia AD va CEL(SAD)

= CSE=30°>SE =CE.tan60=aV3 = SA =aV2

Goi M 1a trung diém ctia AB, N 1a trung diém ctia AE. Ta c6 BE song song véi (SCD), MN
. . 3
cung song song vii (SCD). Ta cé ND = ZAD

2 2 2 23
GS =_MS = dguscp) = zdmuscp) = 5-dNiscp) = 5-7daxscD) = —dA/(SCD)

3 3 3 34

Vi tam giac ACD vudng can tai C nén CD vudng goc v6i (SAC).
SA.SC
Ha AH vuong goc v6i SC thi AHL(SCD)=dayscp)y=AH = —— =
, ) VSAZ+SC?

(Ta cting co6 thé lap luan tam giac SAC vudng can suy ra AH =a) O

Bai 5.2.
Cho hinh lang tru ABCA'B'C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc vudng cin tai A canh huyén BC =av?2
canh bén AA' = 2a, biét A’ cdch déu cdc dinh A,B,C . Goi M,N lan lugt la trung diém cia

AA',AC. Tinh thé tich khbi chop C'MNB va khodng cdch tiz C' dén mdt phang (MNB)
Giai:

- Tinh thé tich:

Vi A’ cach déu A,B,C nén chan duong cao ha tit A’ 1én mét phang (ABC) 1a tAm vong tron
ngoai tiép tam gidc ABC. Goi H 1a trung diém ctia BC suy ra A’H1(ABC)

GQi K=MNNAC' = AK = %C’K =>Vounse =3VaunB

d 1
Goi E la trung diém ciia AH > ME 1(ABC)= VyanB = §ME.dt(ANB)

1
Tinh dugc: ME = —A’H =2 a‘g_ av14

la\/_4a \/_a Vay V. \/ﬁa?’
374 4 48 Y YCMNB = g

Ta thay rang viéc tinh truc tiép khoang cach tit diém C’ dén mat phang (BMN) la tudng dbi

Suy ra: VMANB

khé. Pé khac phuc khé khan nay ta sé tao ra bai toan cd ban tinh khoang cach tit chan duong
cao dén mit phang (BMN) bang cich dung duong cao ME cua khdi chép ABMN.

- Tinh khoang cach: dcysun) = 3dasmn)- Goi F 1a trong tam tam giac ABC

Ta c6: AF = gAH;EH - %AH — EF + %AH - %AH - EF = %AH = d axsmN) = 4dg/BEuN)

Nhu vay dcysun) = 3dasmn) = 12deBun)

17
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AFa ; TOAN TU'A y 4
EPI1BN EPEM
:>EQJ_(MNB)=>dE/MNB :EQZ—
{ EQLMP. e VEPZ+ EM2
EP EF BH.EF
T AEPF db d 6i ABHF»> — =—>=>EP=
a co ong ;ng v6i > B0 " BF - 3 .
2 1 12 1 2 5
Tinh dudc BH = s EF=-AF=--AH=-AH=——/;BF =——
\/_ 2 4 4 3 6 12° 3
avb EPEM 994a
S EP=——=EQ = =
T 20 PO Vi me 284
. 994a 3v99%4a
Vay dC’/(BMN) = 12dE/(BMN) =12. 284 = 71 O

Qua vi du trén ta thay ré tam quan trong cia bai toan cé ban

Bai 5.3.

Cho hinh chép SABC c¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh bing a. Chdn duong cao ha tic S 1én
mdt phang (ABC) la diém H thubc AB sao cho HA = —2HB. Géc tao bdi SC va mdt phing
(ABC) bing 60°. Tinh thé'tich khéi chép SABC va khodng cdch giita hai duong thang SA,BC
theo a.

- Tinh thé tich:

Vi SH1(ABCD) nén HC la hinh chiéu vuéng géc ciia SC 1én mat phang (ABCD).
Géce tao béi SC va mit phéng (ABCD) 1a SCH = 60°.

Xét tam giac BHC theo dinh ly ham sb cosin ta ¢6

o 2 1 7 2
HC? = HB% + BC% - 2HB.BC.cos HBC = HB% + BC2% — 2HB.BC. cos 60° = % +a? —2%@.5 - %
S 21
Suy ra HC = “;)f SH =HC.tanSCH = “‘Tf “‘g_
1 1 Ta®
Ta suyra Vsapc = §SH SaaBC = 3 a\g_ §a .a.sin60° = \/1_; (DbVTT)
- Tinh khoang cach:
Goi E 1a trung diém cta BC , D 1a dinh thi tu cta hinh binh hanh ABCD
, n 3
Ta c6 AD//BC nén dga/sc = dpcisap) = AB(SAD) = §dH/(SAD)
Ké HFLAD HK1(SAD)=>d HK
e — = =
HK1SF HISAD)
.. R L1 1 1 HF.HS
Trong tam giac vuong SHF ta co ORZ - HF? + 752 => HK = m
2
Mit khéc HF = 2AE = av3 _v3a.
3 3 2 3
V3a av21
HF .HS : 42
Suy ra HK = __3 3 _ \/_a
VHS? + HF? \/3 , 21, 12
ga +?a
3 V42 V42
a3 = —_—, —_— — D
Vay dsa/sc 5 1o g ¢

6 - Giai toan Hinh khéng gian bang Phuong phap toa dé

A. TOM TAT LY THUYRT
& Phuong phap
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e Buéc 1: Chon hé truc toa Oxyz. Xac dinh mot géc tam dién vuodng trén cd sé c6 san caa

hinh (nhu tam dién vuéng, hinh hop chit nhat, hinh chép ti giac déu ...), hoic dua trén cac
mét phang vuéng géc dung thém dudng phu.

e Budc 2: Toa d6 héa cac diém ctia hinh khong gian. Tinh toa d6 diém lién quan truc tiép
dén gia thiét va két luan cta bai toan. Cd sé tinh toan chi yéu dua vao quan hé song song,
vuong goc cung cac di liéu cua bai toan.

e Budc 3: Chuyén gia thiét qua hinh hoc giai tich. Lap cac phudng trinh dudong, mit lién
quan. Xac dinh toa d6 cac diém, véc td can thiét cho két luan.

e Budc 4: Giai quyét bai toan. S& dung cac kién thitc hinh hoc giai tich dé giai quyét yéu
cau cta bai toan hinh khoéng gian.

Chu y céc cong thic vé géc, khoang cach, dién tich va thé tich ...

@ Cach chon hé toa d6 mot s6 hinh khong gian.
* Tam dién vuong, hinh hop chit nhat, hinh lap phuodng.

e Xét tam dién vuong S.ABC ¢6 SA =a, SB=5, SC =c. Chon hé truc toa do Oxyz sao cho
S=0, S_A, @, SC lan lugt cung huéng véi cac tia Ox, Oy, Oz. Toa d6 cac diém khi d6 1a

S(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c).

e Xét hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ ¢6 d0 dai cac canh la AB =a, AD = b, AA' =
c. Chon hé truc toa d6 Oxyz sao cho A = O, X]}, Xﬁ, AA’ 1an lugt cung hudng véi cac tia
Ox, Oy, Oz. Toa d6 cac diém khi d6 1a

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), D(0; b; 0), A'(0; 0; ),
C(a; b; 0), B'(a; 0; ¢), D'(0; b; ¢), C'(a; b; c).

* Hinh chép t& gidc déu, tam giac déu.

e Hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 O 1a giao ctia hai dudng chéo va SO =h, AC =2a, BD =
2b. Chon hé truc toa do Oxyz sao cho 07, O_é, 0S 1an luot cung hudéng véi cac tia Ox, Oy, Oz.
Toa do cac diém khi dé la

0(0; 0; 0), S(0;0; k), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(-a; 0; 0), D(0; —b; 0).

e Hinh chép tam giac déu S.ABC c6 O 1a tam ctia tam giac ABC va SO = h, BC = a. Chon
hé truc toa d6 Oxyz sao cho 07, @, 0S 1an luot cung hudng véi cac tia Ox, Oy, Oz. Toa do
cic diém khi dé la

0(0; 0; 0), S(0;0;4), A _av8 g, o), C(—“—‘/é; S o).
3 2 3 2
@ Tuy vao ting bai toan ma cé thé thay d6i linh hoat cach chon hé toa d6. Trong nhiéu truong
hop, phai biét két hop kién thic hinh khong gian tong hop va kién thitc hinh giai tich nham
thu gon 16i giai..
B. CAC BAI TOAN MINH HOA

aVv3

—:; 0;0(, B
3

Bai 6.1.

Cho hinh chop S.ABC, trong do SA vudng goc véi mat day ABC. Day la tam gidc cdn tai A,
do6 dai trung tuyén AD = a,; canh bén SB tao vdi mdt ddy mét géc a va tao véi mdt phang
(SAD) géc B. Tim thé'tich hinh chép S.ABC.
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tag; TOANTUA-Z o]
Chon hé truc toa do Oxyz nhu hinh vé. Toa do6 cac dinh

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0),D(0; a; 0),A'(0; 0; a),
C(a; a; 0),D'(0; a; a),B'(a; 0; a), C'(a; a; a).

a) Ta co
A'B(a; 0; ~a), B'D(~a; a; —a), A'B'(a; 0; 0> |A'B, B'D| = (% 2a% a?)
9 |4'B.BD|.AB| |,

Khoang cach gitra hai duong thang la d(A’'B, B'D) = — —.

HA’B B’D” G
b) Toa d6 cac diém M, N, P la

a a a
M (a; 0; 5), N(E,a,O), P(o; 5 al.
Do d6
MP (—a; g; ﬁ), NC'(E; 0; a) — MP.NC' =
2° 2 2
Vay géc gitia hai duong thang bang 90°.
c) Taco
MP (—a; g; g), Mmc’ (O; a; ﬁ)’ MN (_E; a; —E) => [MP, MC’] = (—a—; a—; —az).
2° 2 2 2 2 4 2
o 2. . N < 1 —_— T - 3

The tich khéi tu dién C'MNP 1a Vonp = ] MP, MC'] .MN‘ = 0
Bai 6.2. (Dé thi tuyén sinh dai hoc, khéi A ndm 2007)

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vubng canh a, mdt bén (SAD) la tam gidc déu va
nam trong mdt phdng vuéng géc véi ddy. Goi M, N, P lan luot la trung diém cia cdc canh
SB, BC, CD. Chiing minh AM vuéng goc vdi BP va tinh thé'tich cia khoi ti dién CMNP.

Vi tam gidc SAD la tam gidc déu va (SAD)L(ABCD) nén goi O 1a trung diém ctia AD thi
SO1L(ABCD). Chon hé truc toa d6 Oxyz nhu hinh vé (Oy song song véi AB). Toa d6 cac dinh

0(0; 0; O)S(O 0; %) D(§,O; 0),A(—%;0; o),c(%;a; 0),B(—g;a; 0).

Nén céc trung dié’mP(%;g ) N(0: a; 0), M(

Ta o6 AR | % &, 2V3 BP(a _2 o) nen AMBP=2_-%40-=0.
12 4 X 4 4

aaa\/_
4’2 4

Vay AM vudng goc v6i BP. Mat khac

N_M(—%; ‘2’,“{) NC( 0;0),1@(9,

-%:0)= (W97, ] -0 52 2|
2" 2

R

\/_

Do d6 thé tich khéi ti dién CMNP 1a Veynp = = ( [NM NC] NP‘
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Bai 6.3.
Cho hinh ldang tru ding ABC.A'B'C' ¢6 ddy ABC la tam gidc vuéng, AB=AC =a, AA' =aV2.
Goi M, N lan luot la trung diém ciia doan AA' va BC'. Chitng minh MN la duong vudng géc
chung cia AA' va BC'. Tinh thé'tich khéi ti dién MA'BC'.

Giai:

Chon hé truc toa d6 Oxyz nhu hinh vé. Toa d6 cac diém la

.0 .- o MAO- O o) () - 0.2 aaa
A(0;030), B(a;030), C(0;;0)A'(050;0), B'(a;050), C'(0;a30), M (050, 2), N (53552
N —_ BC' MN 0

Ta c6 MN (3; ; 0) va BC'(a; —a; av'®), AA'(0; 0; av'2). Do do

22 AA'MN =0
hay MN la dudng vudng géc chung ctia hai dudng thing AA’ va BC'.
Mat khac

MA’(O; 0; a_\/§ , ﬁ 0; a; —ﬂ), Z\I—C7(a; 0; a2_\/§)

Do dé

. o2
[MA’,MB ( 2\/_ 0; 0)

3
_a \/§ -
2

o Z. . . « 1 — — —
nén thé tich khbi tit dién MA'BC’ 1a Viaer = ‘ |MA’, MB| .MC’

Bai 6.4.
Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy la nita luc gidc déu ABCD c¢6 AB = BC = CD = a,
SAL1(ABCD), SA = aV/3. Piém M chia doan SB theo ty sé6 -3, diém I chia doan DS theo
ty sb —g. Mt phang (AMI) cat SC tai N.
a) Chitng minh N la trung diém cia SC.
b) Chung minh SD 1L(AMI)va AMNI thuéc mét duong tron.
¢) Tinh khodng cdch ti trung diém ciia AD dén mdt phang (AMNI).
Giai:

Chon hé truc toa d6 Oxyz nhu hinh vé, gbc toa d6 1a trung diém cta AD, truc Ox 1a truc dbi
xiing ctia hinh thang ABCD, truc Oz song song v6i SA. Toa d6 cac diém la

A(0; —a; 0)B % —g )D(O a; 0), c( 23 ‘;,o),s(o; —a;a\/§).

Wﬁz—Sﬁ,ﬁ:—éﬁnénM

3\/§a_ 5a.\/§a 7lo: a_4\/§a)

8 ° 8 4 ) B A
3 3a 2 — 6a 4v3
a) Ta c6 AM \/_a, 24, 2vye V3a  Allo; a,ﬂ
8 8 8 7 7
Nén miét phéng (AMI) c6 phuong trinh 2y — v/3z + 2a = 0.
Trung diém ctia SC 1a N ( \/;a Z, \/z_a) thudc mat phang(AMI).

Vay mit phéng (AMI) cat SC tai trung diém ctia SC.

b) Ta ¢6 SD(0; 2a; —aV/3), iamr)(0; 2; —v3) = SD = a.fiapyr) nén SDL(AMI).

(3\/_a 27a 9\/§a) .
i 28 ne

Vi IM n AM.IM =0, hay AMT = 90°. Tuong tu ANT = 90°.

56’

21



Sl cCHINH puuc
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Vay cac diém ti gidc AMNI noi tiép trong dudng tron dudng k1nh Al

2 2
¢) Khoang cach can tim 1a d(O, (AMI)) = [2a] _2VT 0

7
02 +92 +(=/3)

Bai 6.5.

Cho hinh chép S.ABC ¢6 ASC =90°, CSB =60°, BSA =120°,SA=SB=SC =a.

a) Tinh géc giita hai mdt phding (SAC) va (SBO).

b) Goi M, N lan luot chia doan SB, CS theo ty s6 —3. Tinh khodng cdch va géc giita hai duong
thang AN, CM.

Giai:
Ta c6 CA=aVv2, CB=a, AB=a+/3 nén tam gidc ABC vudng tai C.
Mat khac SA = SB = SC nén hinh chiéu cta diém S trén mat day 1a trung diém O cia AB.
Chon hé truc toa do Oxyz (hinh vé), Ox//BC, Oy//AC.
Toa do cac dinh cua hinh chép la

s(oiosg). a5 -y%00). 5[5 5y 50) 5 %500

2 2 2 2’
a) Ta co
|SB, ¢ = (0; -5 -- 2[ ) = fiisze) = (0; 1; V2),
V2 a?

[SA SB] (— o):n(SAB)_(\f10)

2

Goi ¢ 1a géc gitta hai mat phang (SAC) va (SBO).
1 1
Khi do cos¢ = |cos(ﬁ(SAB), ﬁ(SBC))| =3 = (p = arccos 3
b) Vi MS = —-3MB, NC = —-3NS nén toa dé cac diém M, N 1a
M —3—a; —3a\/§; 2 , N g; —a\@; 3a :
8 8 '8 8 8 ' 8

Ta co

— [ 3a 5 3 — 7 2 —
an [ 3¢ Bav2 3a) ol e av2 e , AC (0; av'2; 0]
8’ 8 8 8 8’8
— = 2a* 2 19v2.0°
= |AN, CM]: v2a ;_9a ; 9v2.a .
8 32 32
, (a8, A€ o
Khoang cach gitta hai duong thang d(AN, CM) = .
|[AN, cM|| 835
7v221 7v221

Géc gitta hai dudng thing cos(AN, CM) = )cos(AN CM )‘ = ¢ = arccos

1768 1768
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Bai 6.6.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thoi tém O canh a, BAD = 60°. Pudng thang SO vuéng
goc véi mdt phang (ABCD) va SO = :%a. Goi E, F lan ludt la trung diém ctia BC, BE.

a) Tinh khodng cdch tix A dén mdt phing (SBC).

b) Tinh géc gia hai duong thang AE va SF.

¢) Mdt phang (a) chita AD va vudng goc véi (SBC) cdt hinh chép S.ABCD theo mét thiét dién.
Tinh dién tich thiét dién do.

Giai:
Vi OA, OB, OS d6i mot vuong géc nén chon hé truc toa do Oxyz (hinh vé). Toa d cac diém

(“‘zf 0; 0),1)(0;—;—‘;0),0( a\zf 0; 0) B(o g;o),s(o;o;?’—“).

4
— 3a) — 3 3 — — 23
a) Ta c6 SB(O; Z ——a),SC -220; -2 | nén [SB, 5¢| =2 f(—\/g; 3; 2)
2° 4 2 4 8
Phuong trinh mat phang (SBC) 1a (SBC): —2v3x+6y+4z—3a =0.
—2\/_i+60+40 3a
. 3
Khoang cach can tim d(A, (SBC)) = =40
(—2v/3)" + 62 + 42
. . 3 3
b) Vi E, F 14n lugt 12 trung diém ctia BC, BE nén E —“T;g;o F —“T; g;o).
Dodéﬁ( 3a\/§ a4 0) BF ——\/_ ; 0; 0) nén
4 2 8
3v93 3v93

cos(AE, BF) = ‘COS(E, B_F:)‘ =37 = % =arccos

¢) Phuong trinh mat phang (a) 1a (a): 2x—2v3y+4v3z—aVv3=0.
Phuong trinh cac dudng thing

x=0 x =2t
SB:y=2t , SC:1y=0
3a 3a

=— -3t =— +3t

T 2= +V3

Do d6 (a)nSB = M(O-a 3“) (@)NSC = N( “‘r,o, 8).

4’ 8 4
Thiét dién 1a hinh thang ADNM c6 chleu cao bang khoang cach tur A den (SBC)
9
nén dién tich ctia thiét dién 1a Saopya = —(AD + MN).d(A, (SBC)) = 1%. O
Bai 6.7.

Cho hinh chop S.ABC co day la tam gidc vuéng cdn tai A, BC =BS =a, BS1(ABC). Goi M,N
lan lugt la trung diém cdc canh SA va BC.
a) Tinh dé dai doan thang MN.
b) Tinh géc va khodng cdch gitta hai duong thang AB, MN.
Giai:

http://boxmath.vn/ 23 23
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Chon hé truc toa do Oxyz (hlnh vé), v6i O = B, truc Oz chita BS, truc Oy chua BC
Toa do6 cac diém

B(0;0; 0), C(0;a; 0),S(0; 0; a), A(g; g; 0),M(%; %; g),N(O; %; 0)-
a)TacoMN( Z Z %) NénMN:a—\/g.
b)\nB_’A(g; 5 0) nén [37, Wv] - (—“; “Zz- “;)

Ta c6 BA.MN =0 nén (AB, MN) = 90°.
(B4, MN| BM| 43

Khoang cach giita hai dudng thang 14 d(AB, MN) = = )
|[B4, MN || 4

Bai 6.8.

Cho hai duong thang A, A chéo nhau va vuéng goéc véi nhau nhdn AB lam dudng vudng géc
chung (Ae A, A'e N'). Goi M, N la cdc diém di chuyén trén A va A’ sao cho MN =AM +BN.
a) Chitng minh rang tich AM.BN va thé'tich khéi ti dién ABMN la nhitng dai luong khéong
doi.

b) Chiing minh rang MN luén tiép xic véi mat cu duong kinh AB.

Chon hé truc toa dé Oxyz (hinh vé), véi O = A, truc Oz chita AB, truc Ox chita duong thang a,
truc Oy//b. Dt AB=h, AM =a,va AN =b, (h,a,b > 0).

Toa do cac diém A(0; 0;0), B(0; 0; ), M(a; 0;0), N(0; b; h).

Vi MN =AM +BN nén Vh2+a?2+b2=a+b < 2a.b =h2

a) Ta co

h2
+) AM.BN =a.b=—.

+) AB(0; 0; h), Mé 0; 0), AN(0; b; 1) = [E AM | =(0; ah; 0).

Thé tich khéi ttt dién ABMN 14 Vagyy = HAB AM|.AN|= —abh E —h3

Vi h = AB khoéng d6i nén tich AM.BN va thé tich khdi ti dlen ABMN la nhting dai luong
khong doi.

b) Goi trung diém ctia AB 1a I (0; 0; g)

Ta ¢c6 MN(-a: b;h),m(a; O;Z)nen [MN IM] ( hb,hza,—ab).

Khoang céch tit diém I dén duong thang MN la

HMN, IMH R2b2 + h2a? +4a2b?  |2ab3+2ba®+4a2b2  |ab h AB
d, MN)= — = 2 12 h2 = 2 B2 h2 =\ T9 7 5
‘MN‘ 4(a®+ b=+ h*=) 4(a“+ b=+ h*4) 2 2 2
Vay duong thang MN tiép xic véi mat cau dudng kinh AB. O
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Bai 6.9.

Trén cdc tia Ox, 0y, Oz clia géc tam dién vudng Oxyz lan luct ldy cdc diém A, B, C sao cho
OA =a,0B =av2,0C =c,(a,c>0). Goi D la dinh dbi dién véi O cia hinh ch@ nhit AOBD
va M la trung diém cia doan BC. Mdt phing (a) qua A, M cdt mdt phing (OCD) theo mot
duong thang vuodng géc véi duong thang AM.

a) Goi E la giao diém ctia (a) véi duong thang OC. Tinh d6 dai doan thing OE.

b) Tinh ty sb thé'tich ciia hai khéi da dién dudc tao thanh khi cit khoi chép C.AOBD bdi mdit
phang (a).

¢) Tinh khodng cdch tit diém C dén mdt phang (a).

Chon hé truc toa do Oxyz (hinh vé). Toa d6 cac diém

0(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; aV'2; 0), D(a; av'2;0), C(0; 0; c).

2
a) Vi M 1a trung diém ctia BC nén M |0; T %)

Ta co O_C)'(O; 0; ¢), O_D)(a; av2;0)=> [O—C)', O75] =(—-acV2; ac; 0).
Mot véc to phap tuyén ctia mat phang (OCD) 1a iocpy(—v2; 1; 0).
Goi F = (a)nCD thi EF la giao tuyén cta («) véi (OCD), ta c6 EF LAM.
R 2 —_—
ViAM (—a; %; %) nén [ﬁ(ocp),AM] = g(l; V2; 0),
do d6 mét véc to chi phuong ctia EF 1a iigr(1; v2; 0).
—_— 1 2
Ta c6 [ﬁEF, AM] = E(C\@; —c; 3v2a) nén phuong trinh méit phang (a) 1a

V2ex — cy+3\/§az —acV2=0.

Dodé(a)ﬂOz:E(O 0; ):>OE—§
2a 2 2
b) Ta c6 (a)nCD =F ( 2. \/_a C) =3 Ma Vcoaps =2Veaop =2Vepop nén

1
= + =—
Vcoaps 2Vcaob ZVCBOD CO CD CB CO ‘CD) 3

Do d6 ty s6 thé tich hai khéi da dién dudc tao thanh khi cat khéi chép C.AODB béi mat phang
(a) la % (hay 2).

|3\/§ac—a0\/§| 3 2v6ac
V2c®+c2+18a% 3VcZ+6a%

¢) Khoang céch can tim d(C, (a)) =
Chuy:

+) Néu dé y EF//OD thi viéc tim véc to chi phuong cia EF sé gon hon.

+) Hoan toan c6 thé tinh ty sb cta cau b bing phuong phap hinh giai tich nhung sé dai va

phuc tap.
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Bai 6.10.

Cho hai hinh chit nhdat ABCD (AC la duong chéo), ABEF (AE la dudng chéo) khong cung
nam trong mot mdt phdng va théa man cdc diéu kién AB = a, AD = AF = a2, duong thing
AC vuébng goc véi duong thang BF. Goi HK la duong vudng géc chung ciia AC, BF (H thubc
AC,K thubc BF).

a) Goi IIld giao diém ciia duong thing DF véi mdt phing chita AC va song song véi BF. Tinh
ty so DF '

b) Tinh dé dai doan HK.

¢) Tinh bdn kinh mat cau noi tiép ti dién ABHK.

Giai:
Chon hé truc toa do Oxyz (hinh vé). Toa d6 cac diém
A =0(0; 0; 0),B(0; 0; @), D(0; aV'2; 0), C(0; aV2; a).

Goi F(x; y; 0), x>0. Ta c6 AF? =x% + y2 =242
Mt khac ACLBF va AC(0; av/2; a), BF(x; y; —a) nén AC.BF =0 & y.av2—a2=0

2 2
Dodéy:a\_f:xzﬂ hay | 2V8. @2, o] p(avB av2 |
2 2 2 2 2
a) Mat phang (a) chita AC va song song véi BF c6 phuong trinh v3x -y + 2z = 0.
=V VB 3av2
2 3
Puong thang DF $ y=av2-¢ Vi thé DF n(a)=1I nén I(a4 a4 )
z=0
Do d6 2L -1 hay 714 trung diém cta DF
0d6 —— =, hay I la trung diém ciia DF.
x=0 x=V3.t
b) Pudng thing AC va BF c¢6 phuong trinh 1a AC : y=v2t¢t ,BF:<y=t
z=t z=a—-V2.t

Vi vay H(0; vV2m; m), K(v/3n;n; a —v2n) nén I-ﬁ){(\/gn; n—v2m;a—-v2n-m)

iiac.HK =0 Ven-2m+a—-vV2n-m=0
Ma HK la duong vuong géc chung nén { ¢ o {

upr.HK =0 3n+n—v2m—-v2a+2n+v2m=0
N 2
Gisi hé phuong trinh ta ¢ m = &, n= 22  gg[2Y6, V2. a
3 6 6 6 3
3
Vay db dai doan HK 13 HK = “‘Tf

c) Ta co

. . G 5 2
AB(O;O;a),AH( L= a) AK(“ ,a\/_, a),

3 6 6 3
HK(“‘/_ _avz, a) ﬁi(o- av2, —2—“).
6 6 '3 3 3
Thé tich khbi t dién ABHK 13 Vappx = % ‘ AB, E] .E’{( - “3?:/5.
Dién tich cac mat Sayx = %, SBHK = a—;, SABH = azT\/ﬁ SABK = a’v2 = Sip = M.
Ban kinh mat cau noi tiép ti dién ABHK la 3VABHK a(V6 - \/_) O

26



HINH PHUC

= &

Bai 6.11.

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ va mdt cau (S) néi tiép trong hinh lap phuong dé. Mdt
phang (P) quay quanh A, tiép xiic véi mdt cau (S) va cdat hai canh A'B' va A'D’' lan luot tai
M,N. Tim tép hop tGm mdt cdu ngoai tiép ti dién AA'MN.

Gia st canh ctua hinh lap phuong la 1 don vi. Chon hé truc toa do Oxyz (hinh vé).

Toa do cac dinh O =A’, B'(1; 0; 0), D'(0; 1; 0), A(0; 0; 1).

Xét hai diém bat ky M, N ndm trong cac canh A'B’, A'D’ ta ¢c6 M(m; 0; 0), N(0; n; 0),0 <m,n <
1.

Phuong trinh mit phing (AMN) 12 (AMN): % + %
Mat cau noi tiép hinh lap phuong cé phuong trinh

1)2 1)2 1\2 1
S): (x—é) +(y—§) +(Z—§) :Z.

T dién AA’MN c6 goc tam dién dinh A’ vudong

+z=1.

1
nén toa d6 tAm mat cau ngoai tiép AA'MN 1a I (ZL g 2)

Mat phéng (AMN) tiép xic v6i mat cau (S) khi va chi khi

‘1 L1 1‘
1 on 2 1 1 1 12 1 1
d(I, (AMN)) = - & 12202 :—c»(— ——-) 2l iiomen=1
2 1 1 2 m n 2 m?2 n?
—+—+1
m2 " 2

L1 1
Tutclax1+y1:§:z1 O<xr,yr<1

¢ 2 . 4 ]. 1 ]. 1
nén quy tich cua diém I la doan thang I1s tru hai diém I, (5; 0; —); I (O; o’ —)

2 )
Cac diém I;; I d6 chinh 14 trung diém céac doan thing AB', AD'. O
Bai 6.12.

T dién déu ABCD c6 tém la S va ¢6 dé dai cde canh bang 2. Goi A', B', C', D' theo thit tu la
hinh chiéu ciia cdc dinh A, B, C,D trén duong thing nao A dé di qua S. Tim tét cd cdc vi tri
ctia duong thang A sao cho SA™ + SB'™* + SC'* + SD'* dat gid tri l6n nhét.

Giai:
Ngoai tiép ti dién déu ABCD bang hinh 1ap phuong AB;CD,.C1DAB.
Chon hé truc toa d6 Oxyz (hinh vé).
Toa do cac diém A(v'2; 0;0),B(0; v2;0),C(0; 0; V2),

V2 V2 \/_ (V2 V2 V2 V2 V2 V2
VéD(\/_\/_\/_)S( TRER Suy ra SA TR Ry . SB|- 555 |
SC(—@ —@;@), S_l5( V2, V2, ‘@)

2 2 2
Goi é(x; y; z) 1a véc to don vi cta duong thang A. Khi d6

SA' = )E.S_'A(, SB' = )as_fgj, SC' = ‘é._’

. SD' = ’E.S_lf‘
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AT =4(SA +SB™* +8C'* + SD'h

:(—x-l—y+z)4+(x—y+z)4+(oc+y—z)4+(oc+y+z)4

16
=4+ 16(3623/2 +y222 +22x%) <4+ E(x2 +y2 +z2)2

7
Hay T < —.
ay 3

ol

L, e e 1
Dau dang thic c6 khi va chi khi x2 = y2 =22 = 3° x| =yl =|z] =

., . 2, A ° N 7 . N , N 2 . - ° ° . .« A
Vay gia tri 16n nhat caa T la 3 dat dudc khi A 1a cac duong thang di qua cac dinh cua ti dién
déu ABCD. ]
C. BAI TAP

Bai 6.13.

Cho hinh chop O.ABC co OA, OB, OC doéi mét vuéng goc va OA =a,OB=5b,0C =c.

a) Chitng minh rang OHL(ABC), H € (ABC) khi va chi khi H la truc tdm cia tam gidc ABC.
b) Tinh khodng cdch tic O dén mdt phang (ABC).

¢) Tinh khodng cdch tic O dén tdém duong tron ngoai tiép I ciia tam gidc ABC.

d) Cho M la mét diém bat ky trén mdt phang (ABC), khong trung véi A, B, C, H (H truc tém
AM? BM? CM? HM?
+ + =2+ —=.
. AO? BO? (CO? HO?
e) Goi a, B,y lan luoct la goc gitta cac mat bén véi mat day.
.2 .2 .2

. 6

Chiuing minh rang S,m a. + s'm p — 4 S_m Y, >,
1+sinfsiny 1+sinysina 1+sinasinff 5

tam gidc ABC). Chiing minh rdang

Giai:

Két luan: O

Bai 6.14.

Cho hinh hép chit nhat ABCD.A'B'C'D' ¢6 AB=a,AD =2a, AA' =av2, M la moét diém thuéc
doan AD, K la trung diém ciua B'M.

a) Ddt AM =m (0 <m < 2a). Tinh thé'tich khéi ti dién A’KID theo a va m, trong doé I la tém
ctia hinh hép. Tim vi tri cia diém M dé'thé tich dé dat gid tri l6n nhdt.

b) Khi M la trung diém AD. Tinh dién tich thiét dién cdt hinh hop bdi mdt phing (B'CK).

¢) Khi M la trung diém AD. Chiing minh rdng duong thang B'M tiép xiic vdi mdt cau duong
kinh AA'.

Giai:

Két luan: O

Bai 6.15.

Cho hinh lang tru ditng ABC.A'B'C' ¢c6 AB =a, AC =2a, AA' = 2a\/5 va BAC = 120°. Goi M
la trung diém ctia CC'. Chitng minh MBLMA' va tinh khodng cdch ti diém A téi mdt phdng
(A'BM).

Giai:

28



HINH PHUC

Wi, , TOANTU A-Z :
Két luan: O

Bai 6.16. (Dé thi tuyén sinh dai hoc, khéi D ndm 2007)
Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh thang, BA = BC = a, AD = 2a, ABC = BAD =90°. Canh
bén SA vudng géc véi ddy va SA =av2. Goi H la hinh chiéu vuéng géc ciia A trén SB. Ching
minh tam gidc SCD vudng va tinh khodng cdch tiz H dén mdt phang (SCD).

Giai:

Két luan: O

Bai 6.17.

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuéng tam O, SA vuoéng goc voi day hinh
chép. Cho AB =a, SA =aV?2. Goi H,K lan lugt la hinh chiéu ciia A trén SB,SD. Chiing minh
SCL(AHK) va tinh thé'tich khéi chép OAHK.

Giai:

Két luan: O

Bai 6.18.
Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a, SA = a3 va vudng géc véi ddy.
Tinh theo a thé tich khéi ti dién SACD va tinh cosin clia goc gitta hai duong thing SB, AC.

Giai:

Két luan: m

Bai 6.19. (Dé thi tuyén sinh dai hoc, khéi D ndm 2008)
Cho hinh lang tru diing ABC.A'B'C' ¢6 day ABC la tam gidc vuéng, AB=BC =a, AA' =aV/2.
Goi M la trung diém ciia canh BC. Tinh theo a thé tich khéi lang tru ABC.A'B'C' va khodng
cdch gitta hai duong thang AM, B'C.

Giai:

Két luan: O

Bai 6.20. (Dé thi tuyén sinh dai hoc, khéi D ndm 2009)
Cho hinh lang tru diung ABC.A'B'C’ ¢6 day ABC la tam gidc vudng tai B,AB = a, AA' =
2a, A'C =3a. Goi M la trung diém ciia doan thing A'C', I la giao diém ciia AM va A'C. Tinh
theo a thé'tich khéi ti dién IABC va khodng cdch tiz diém A dén mdt phang (IBC).

Giai:

Két luan: O

Bai 6.21.
Cho hinh chép déu S.ABC c6 canh ddy bdng a. Goi M, N lan ludt la trung diém cia SA, SC.
Tinh thé tich khéi chop va bdn kinh mdt cdu ngoai tiép hinh chop S.ABC biét rang BM LAN.

Giai:
Két luan: O
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Bai 6.22.
Cho tam gidc ABC vuéng tai C. Tim cdc diém M trong khong gian théa man MA? + MB? <
MC>.

Giai:

Két luan: O

Bai 6.23.

Cho tit dién déu A1AsA3Ay4 c6 canh bang c. Goi (P) la mdat phdng quay quanh tém cia ti
dién. Goi B1, Bs, Bs, By lan ludt la hinh chibu clia A1, As, As, Ay trén mat phing (P). Tim
gid tri nhé nhdt cia tong T = A1BY+ A9Bj + AsB3 + A4B} theo ¢ va xdc dinh vi tri clia mdt
phang (P) khi dé.

Giai:

Két luan: O

Bai 6.24.
Cho ti dién déu ABCD. Tim quy tich nhitng diém M sao cho téng binh phuong cdc khodng
cdch ti dé dén cdec mdt cia ti dién bang k2 cho trudc.

Giai:

Két luan: O

7 - Mot s6 bai toan tong hop

Bai 7.1.

Cho hinh ldng tru ABC.A1B1C1 c6 M la trung diém canh AB, BC = 2a, ACB =90° va ABC =
60°, canh bén CC1 tao véi mdt phang (ABC) mot géc 45°, hinh chiéu vuodng géc ciia Cq lén mdt
phdng (ABC) la trung diém ciia CM. Tinh thé tich khéi lang tru da cho va géc tao bdi hai
mdt phang (ABC) va (ACC1A1).

Gidi:
Goi H la trung diém CM. Tu gia thiét = C1HL(ABC)= C1CH =(CC1; (ABC)) = 45°.
T tam giac vuong ABC véi BC =2a, ABC =60°= AC =2av3,AM =4a, CM = %AB =2a
= CH =a = C1H = CHtan45° = a. Vapc.a,8,¢, = C1H.Sapc = a.2a%V3 = 2V/3a3.
Ké HK LAC = duong xién C1K LAC = ((ABC); (ACC1A1)) = C1KH.
Tam gidec MCA cin tai M = MCA = MAC = 30° > HK = HC.sin30° = g

_——_  CH I
= tan(C1KH) = K =2=((ABC); (ACC1A)) = arctan2. ]

Bai 7.2.

Cho hinh chop S.ABCDco6 day ABCD la hinh thang vuong tai A va D, AD =DC, AB=2AD,
mdt bén SBC la tam gidc déu canh 2a va thudc mdt phang vudng goéc véi mdat phing (ABCD).
Tinh thé'tich khéi chép S.ABCD va khodng cdch gita hai duong thing BC va SA theo a.

30



HINH PHUC

= TOANTU A-Z o]
Giai:
Goi M la trung diém AB, H 1a trung diém BC. Ta ¢c6 SH1BC = SH1(ABCD), SH =aV/3.
T giac AMCD la hinh vuong nén CM = AM = MB. Suy ra ACMB vudng can.
Do d6 CM =aVv?2, AB=2av2,CD =aV?2.

AB+CD).CM . 1
( 5 ) =3a2. Thé tich Vg apcp = gSH-SABCD =v/3a5.

Ké duong thang A di qua A, A/BC.Ha HILA (I €A).

Suy ra BC/(SAI). Do dé d(BC, SA)=d(BC, (SAI))=d(H, (SAI)).

Ha HK1SI (K e SI). Suy ra HK1(SAI). Do d6 d(H, (SAI))=HK.

Ta co CM =AM = MB nén tam giac ACB vuong tai C. Suy ra HI = AC = 2a.

HISH  2v21
Do d6 d(BC, SA) = HK = = @
VHI? + SH? 7

Dién tich Sagcp =

Bai 7.3.

Cho hinh chop S.ABCcé ddy ABC la tam gidc déu canh a, hinh chiéu vuéng géc ciia dinh S
trén mat phang (ABC) la trung diém canh AB. Goi M la trung diém canh BC. Biét gc gitia
hai mdt phang (SBC) va (ABC) bdang 45°. Tinh thé'tich khbi chop S.ABC va khodng cdch gita
hai duong thang AB va SM theo a.

Giai:
Goi H,K lan luot 1a trung diém AB,BM. Ta ¢6 SHL1(ABC), HK|AM

_ AM a3
suy ra HK 1BC = SHEK = 45° nén SH = HK =~ = av3

2 4
: 1 23 . 1 3
Dién tich Sapc = 5 AM.BC = ¢ [. Thé tich Visapc = 5 SH.Sanc = g
Goi N 1a trung diém AC = MN|AB = AB|(SMN) = d(AB, SM) = d(AB, (SMN)) = d(H, (SMN)).

16
Goi I 14 giao diém ctia CH 1a MN. Suy ra I 1a trung diém ctia CH va MN LCH.

1 3
Ha HJ1SI=HJ1(SMN)=d(H,(SMN))=HJ. Ta c6 HIZECH:i

4
HI.SH
nén d(AB, SM)=HJ = SH__ave 0
VHI? + SH? 8

Bai 7.4.

) — L. 3
Cho hinh hop dung ABCD.A'B'C'D’ ¢6 day la hinh thoi canh a,BAD = a vdi cosa = 7 canh
bén AA' = 2a. Goi M la diém théa man DM = k.DA va N la trung diém ctia canh A'B'. Tinh
thé tich khéi ti dién C'MD'N theo a va tim k dé C'M LD'N.

Giai:
. 1 1 1
*Ta co VC’MD’N = gd(M, (A,B,C,D,)).SC/ND = gd(M, (A’B/C,D,))-ESABCD
1,1 . a? 9 a®V7
=—-2a.—.a.a.slna@ = — - = .
3 2 3 16 12
*Pat AB=%x,AD=7y,AA'=7.Tacé
. — — — — ]-_>
CM=CD'+D'D+DM=-x-Z-kyD'N=D'A'+A'N=-7y +§x,
. 2, —-— —_ —_ —_ 1—> —_—
Khi do C’MJ.D'N@C’M.D'N:O@(x+ky+z)(§x—y)zO
1, — k —_— 1 k 3 2
©—|x|2—k|y|2+(——1) xy=0 @—az—ka2+(——1).a.a.—:Oc)k:——. O
2 2 2 2 4 5
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Bai 7.5.

Cho hinh hop chz nhat ABCD.A'B'C'D' ¢c6 AB=a,AD =av2, AA' =2a. Goi M la diém théa
mdn DM =k.DA va N la trung diém cia canh A'B'. Tinh thé tich khéi tit dién C'MD'N theo
avatimkdé CM1D'N.

Ta coVeupy = %d (M, (A'B'C'D")).Scivp = %d (M, (A’B'C'D")) -%SABCD = %.Zaé.a.a\/_: a33\/§.
Dit AB=7%,AD=7,AA =7,

Tac6C'M=CD'+D'D+DM=-%x-Z-ky DN=D'A'+A'N = 7+%

Khi d6 C'MLD'N & C'M.D'N =0 < (x+ky +72) (%&’—7) =0
©%|7|2—k|7|2=0©%a2—2ka OQk_i 0

Bai 7.6.
Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD la hinh vuéng canh av/3, tam gidc SBC vudng tai S va
nam trong mdt phang vuéng goc vdi ddy, duong thang SD tao véi mdt phang (SBC) mét géc
bang 60°. Tinh thé tich khébi chép S.ABCD theo a va tinh goc gitta hai mdt phing (SBD) va
(ABCD).

Giai:
Vi (SBC)L(ABCD), CD1BC, CD < (ABCD) nén CD L(SBC)= DSC =(SD; (SBC)) = 60°

= SC =CD.cot60° =a. Suy ra SB=av2. K¢ SH1BC = SH1(ABCD).

. A ) 2 1 36
T tam giac SBC vuong ta c6 SH = i. Suy ra Vsapcep = §SH.SABCD -2 g/_

V3
Ké SK1BD. Khi d6 hinh chiéu HK 1BD. Suy ra (SBD, ABCD) = SKH.

. o , SB? 2 2
Tu tam giac vuong SBC ta ¢c6 BH = —— ® — HK = BH.sin45° = av2

BC \/_ Va3
Suy ra ASHK vuéng can tai H. Do d6 SKH = 45°. Vay (SBD, ABCD) = 45°, O

Bai 7.7.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 SD vudng géc vdi mdt phang (ABCD), ddy ABCD la hinh thoi
canh a ¢6 BAD = 120°. Pudng thang SA tao véi mdt phdng (SBD) mét géc bang a vdi cota = 3.
Tinh thé'tich khbi chép S.ABCD va khodng cdch tiz B dén mdt phang (SAC) theo a.

Gidi:
Goi O = ACNBD. Tu gia thiét suy ra ACL(SBD) tai O nén ASO = (SA; (SBD) = a. m =120°

2
V3 o Do_a‘Tf A0=2

= ADC =60° => AADC déu canh a. Suy ra Sapcp = 2Sapc = 5

3
Do d6 SO:AO.cota:Ea:SD VS0Z—0D? \/‘g
a’ a3v2
Suy ra Vsapcp = zSD.Sapcp = —= = .

3 2V2 4
Ké DH1S0O.Vi ACL(SBD)nén AC1DH. Suy ra DH1(SAC) (1)

Ta c6 ASDO vuéng tai D nén DH = aT‘/Q @)
Vi O 1a trung diém BD nén d(B; (SAC))=d(D; (SAC)) (3)

Tit (1),(2) va (3) ta suy ra d(B; (SAC)) = “2—‘/5 0
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Bai 7.8.

Cho hinh chép S.ABCD c6 dday ABCD la hinh thang cén (AB|CD),AB =2CD = 4a, BC =a+/10.
Goi O la giao diém ciia AC va BD. Biét SO vubng géc vdi mdt phang (ABCD) va mdt bén SAB
la tam gidc déu. Tinh thé tich khéi chép S.ABCD va tinh cosin géc gitta hai duong thang SD
va BC.

Giai:
Goi H 14 hinh chiéu cta C trén AB; M, N la trung diém cta AB,CD.
AB-CD
Ta céo HB = — =@ = CH =3a = OM =2a, ON =a nén AOAB vudng can.

Suy ra OA =0B =2av/2. Do @6 SO = OB =2av/2. Suy ra Vg agcp = %SO.SABCD =6a3V2.
BC||DM nén (SD, BC)=(SD, DM)=a<[0, £

Ta c6 DM =BC = a\/_ 0,SD = m —a\/_ 0, SM =2a+/3.

Suy ra cosSDM = = Vay cosa = 5 O

Bai 7.9.

Cho hinh lang tru ditng ABC.A'B'C' ¢6 AC =a, BC =2a, ACB = 120° va dudng thang A'C tao
vdi mdt phang (ABB'A’") géc 30°. Goi M la trung diém BB'. Tinh thé tich khéi ling tru da cho
va khodng cdch giita hai duong thang AM, CC' theo a.

Ké CHLAB. Vi AA'L(ABC) nén AA’LCH = CHL(ABB'A') = CA’TH =(A'C, (ABB'A’)) = 30°.
St dung dinh 1i cosin va céng thiic dién tich cho AABC ta c6 AB=AV7,

28 A.2A.sin120° 3 3 5
CH = 22ABC _ S :A\/;.:»CA’:2CH:2A\/;:>AA’=\/A’C2—AC :Aﬁ.

AB — AVT
5 a2 3105
Thé tich lang trula V=AA'.Sapc = a\/;az\/_ a VR

Mat phéng (ABB'A’) chita AM va song song CC’

21
= d(AM,CC"y=d(C,(ABB'A")) = CH = a\/g = “‘é_

Bai 7.10.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh chit nhdt véi AB =a, AD = aV/2, géc giita hai
mdt phang (SAC) va (ABCD)bdng 60°. Goi H la trung diém ciia AB. Biét mdt bén SAB la
tam gidc cdn tai dinh S va thudc mdt phang vudng goéc véi mdt phang ddy. Tinh thé tich khoi
chop S.ABCD va tinh bdn kinh mdt cGu ngoai tiép hinh chép S.AHC.

Tt gia thiét suy ra SHL(ABCD). Vé HF LAC (F € AC) = SF1LAC (dli ba dudng vudng géc).

— 1
Suy ra SFH =60°. Ké BELAC (E € AC). Khi d6 HF = —_BE = av2

2 2\/_ '
av2 a®
Ta c6 SH = HF .tan60° _T Suy ra Vs agcp = —SH SaABcD = 3
Goi J,r 1an lugt 1a tam va ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc AHC.

AHHC.AC AH.HC.AC 3a\/_
Tacor= = . Ké duong thang A qua J va A|SH.
4SaHC 2SaBc  4V2 & g4

Khi d6 tam I cia mat cau ngoai tiép hinh chép S.AHC la giao diém cta dudng trung truc
doan SH va A trong mat phang (SHJ).

) SH? 31
Tac6 IH=VIJ%2+JH? = T+r2 Suy ra ban kinh mat caula R =a 3 O
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Bai 7.11.
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' ¢6 do dai tét cd cdc canh déu bing a >0 va BAD = DAA’ =
A’AB =60°. Goi M, N lan luot la trung diém ciia AA', CD. Chitng minh MN|(A'C'D) va tinh
cosin ciia géc tao bdi hai duong thang MN va B'C.
Giai:
Goi I 1a trung diém DC'. Vi NI|CC' va NI = %CC’ nén NI =MA'va NI|MA'.
Suy ra MN|A'I. Do &6 MN|(DA'C'). Vi MN||AI,B'C|A'D nén (MN, B'C)=(AI, A’D) (1)
St dung gia thiét va dinh 1i cosin cho cac tam giac ta thu dudc A'D =a, DC' = A'C' =aV/3.

A'D2+A'C'? DC? 5a2 \/‘
A'T? = - =—=AT=—r
Suy a 2 4/ 2 4/ 2 2 2
. —— A'D2+A'I2-DI?2 3
Trong AA'DI ta c6 cosDA'I = SAD AT = ovE (2)
3 3v5
Tit (1) va (2) suy ra cos(MN, B'C) = |cosDA'T| = v 1\of' O

Bai 7.12.

Cho hinh chop S.ABC cé mdt phang (SAC) vudng géc véi mdt phang (ABC) va c6 SA =SB =
SC =2a, AB =3a, BC =aV/3 (a > 0). Tinh dién tich ciia mdt cdu ngoai tiép hinh chdp theo a.
Ké SH1AC. Do SA =SC nén H 1a trung diém AC (1)

Vi(SAC)L(ABC)nén SH1(ABC)=>HA=HC=HB (2)

Tt (1) va (2) suy ra AABC vuéng tai B ¢6 H 1a tAm dudng tron noi tiép.

Do d6 AC = VAB2+BC2%2=2v3a = SH=VSA2-AH?=a.

SH 1a truc dudng tron ngoai tiép AABC, trong mét phéng (SAC) dudng trung truc ctia SA cit
SH tai O 1a tam mat cau. Goi K la trung diém SA. Khi dé hai tam giac vuong SOK va SAH

SO SK SK.SA
dong dang nén A @ Suy ra ban kinh mat cau R =SO = SH - 2a.
Suy ra dién tich méit cau 1a S = 47R? = 167a°. O

Bai 7.13.

Cho hinh tru cé cdc ddy la hai hinh tron téam O va O'; 00’ = a. Goi A,B la hai diém thuéc
duong tron ddy tam O, diém A’ thubc duong tron ddy tém O' sao cho OA, OB vudng goc véi
nhau va AA’ la duong sinh ciia hinh tru. Biét géc gitta duong thang AO' va mdat phang (AA'B)
bang 30°. Tinh thé'tich khéi tru theo a.

Giai:
Goi B’ thudc duong tron (O’) sao cho BB'|AA’; M 1a trung diém ctia A'B’.
Ta ¢6 AA'B'O’ vudng can tai O'. Suy ra O'M LA'B'. Do 36 O'M L(AA'B). Suy ra O'AM = 30°.

o'M 2
Ta cé6 AO' = — 300 = 2.0'M.Ma O'M = %O’A’ nén A'O =v2.0'A’.
sin
Trong tam gidc AA'O ta c6AO? =AA?+A'0"” = 0'A' =a. Vay V = na3. O
Bai 7.14.

Cho hinh lang tru ABC.A1B1Cy c6 AA;=3a,BC =a, AA11BC, khoang cdch giita hai duong
thang AA1 va B1C bang 2a (a > 0). Tinh thé tich khéi lang tru theo a.
Giai:

ik . A N 1 3a®
Tu gia thiet suy ra BB;C la tam giac vudng tai B va Sgp,c = §BB1.BC = %.
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Mit phang (BB;C) chita B1C va song song véi AA; nén d(AAq; 1C) =d(A; BBlC) 2a.
Suyra VaBB,C = %d(A; BB;C).Spp,c = ad.
Vi chung ddy va chung dudng cao nén V1ing tru = 3.V, apc = 3.Va pB,c = 3a® O

Bai 7.15.

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SCL(ABC) va tam gidec ABC vudng tai B. Biét rang AB=a, AC =
5 N 13 .

a3 (a > 0) va géc gitta hai mdt phang (SAB),(SAC) bang a vdi tana = \/E. Tinh thé tich

khéi chép S.ABC theo a.

Giai:
Goi H,K 1a hinh chiéu ctia C 1én SA,SB. Ta chitng minh dudc CK L(SAB), SAL(CHK).
Suy ra ACHK vudng tai K va SALKH. Do @6 a« = CHK.

/_ 13 CK2 13
Tut — (1
ana =1/ — =>sina = 19 CH2 19 1)

Pat SC = x> 0. Trong tam giac vudong SAC ta cé 1 1 1 = CH? 3a%x”
=x>0. =—.
: gtamg g CH? ™ CA® T Cs? 3%+ 22
2
Tuong tu, trong tam gidc vuéng SBC ta c6 CK? = —— % .
g 2a? + x2
2 1
Do d6 tit ()= 25¢ +8) _ 13 6a, vix>0.
3(12a2 +x2) 15{ 1
Suy ra VSABc=gSC.SABc=§SC.§AB.BC:\/§a3. O

Bai 7.16.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh thang vudng, A =D =90°, AB = AD = 2a,
CD = a, géc gitta mdt phdng (ABCD) va mdt phdng (SCD) bdng 60°, mdt bén SAD la tam
gidc can tai S, mdt phang (SAD) vubng géc vdi mdt ddy. Tinh thé tich ciia khoi chép S.ABCD
va khodng cdch ti diém D dén mdt phang (SBC) theo a.

Giai:
Vi ASAD can tai S, nén goi H 1a trung diém ctia AD thi SH1AD,
mat khac (SAD) L (ABCD) nén SH la duong cao hinh chép S.ABCD.
Ké HK 1 BC thi SK 1BC, ttiic SKH 1a géc gitta hai mét phing (SBC) va (ABCD).
Suy ra: SKH = 60° Ta ¢6: SH = HK.tan60° = HK /3.

X 1 . N 3avd
Deé théy BC :a\/_ 5va do HK.BC ZZSHBC,SHBC :SABCD _(SHAB _SHCD) nén HK = a\/_.

3 32315
Suy ra: SH = a\/_ Do d6 : Vg agep = § Sapcp.SH = —(AB+CD).AD.SH: a4 5\/_

Ké HI1SK(I € SK) suy ra: HI1 (SBC).Goi E 1a giao dlé’m cia AD va BC.
. 2 2 2
Dé thay: DE = SHE = d (D;(SBC)) = 2d (H;(SBC) = SHI

1 1 1 250 9a\/_ 3av2
D _ _ HI = . Vay d(D:(SBC)) = .
°H 2 T SHZ HK® 13542 ay d(D;(SBC) =

Bai 7.17.

Cho hinh chép S.ABCD,ddy la hinh chit nhdt c6AB = 3,BC = 6,mdt phing (SAB) vuéng géc
véi mdt phang ddy,cdc mat phang (SBC) va (SCD) cung tao véi mdt phang (ABCD) cdc goc
bang nhau.Biét khodng cdch giita hai duong thang SAva BD bang v6.Tinh thé'tich khoi chop
S.ABCD va césin goc giita hai duong thing SAva BD.

Giai:
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Ha SH1AB = SH1(ABCD) (do (SAB) L(ABCD)=AB)
Ké HK 1CD = tit giac HBCK la hinh chtt nhat.
Ta thdy BCL(SAB)= SBH = ((SBC),(ABCD)), CDL(SHK)= SKH =((SCD),(ABCD))
theo gt SBH = SKH = ASHB = ASHK (gcg) = HB = HK =BC =6 do d6 A 1a trung diém HB.
Ta thdy ABDKI1a hinh binh hanh= BD| AK = BD| (SAK)
ma SA € (SAK) = d(BD,SA)=d (BD, (SAK)) =d (D (SAK)) d (H, (SAK)) V6=h

1 1
Do tam dién H.SAK vuoéng tai H = —; 72 HS2 HA2 HK2 6 H82 9%38

1
= SH?=36=SH =6=> Vs.AaBcD = gSH-thBCD = 5.6.3.6 =36 (dvi dt).
Goi f 1a géc gitta hai duong thang BD va SA= f=(BD,SA)=(AK,SA)

Ta c6 SK =6v2,SA = AK =3/5.

_ AS?2+AK?-SK? 45+45-72 1
Trong tam giac SAK: cosSAK = = S
glam &l 5AS.AK 23v53v5 5

— 1
Vay p=SAK = arccos = O

Bai 7.18.

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 ddy ABCD la hinh thoi canh bing a, SA =SB =a, SD =av2 va
mdt phdng (SBD) vudng géc véi mdt phing (ABCD). Tinh theo a thé tich khbi chép S.ABCD
va khodng cdch giita hai duong thang AC va SD.

Theo gia thiét (ABCD)n (SBD) theo giao tuyén BD. Do d6 néu dung AO_L(SBD) thi O € BD.
Mat khac AS =AB=AD = 0S = OB = 0D hay SBD la tam giac vudng tai S.

3 2
Tit d6: BD = VSBZ+SD2 = Va2 + 242 = av3 AO = VABZ— OB :ﬂat%:g

Suy ra thé tich khéi chép S.ABD dudc tinh béi:

1 1 1 a a®v2
= == \AO==-SB.SD.AO ==-a.aV2.= =
VS.ABD VA.SBD SSSBD O GS S 0] 6a a 2 12

3\/_
= Vs.aBcD =2Vs aBD = (dvtt).

Trong ASBD dung OH.1SD tai H (1), nén H la trung diém cta SD.

Theo chiing minh trén AOL(SBD)=AOLOH (2)

(1) va (2) chitng t6 OH la doan vuong goéc chung cia AC va SD

Vay d(AC,BD) = OH = %SB - g [

Bai 7.19.

Cho ling tru ABC.A'B'C’ ¢6 canh bén bang a, ddy ABC la tam gidc déu, hinh chiéu cia A
trén (A'B'C) trung véi trong tdém G ciia AA'B'C'. Mt phdng (BB'C'C) tao vdi (A'B'C") géc 60°.
Tinh thé'tich lang tru ABC.A'B'C’ theo a.

Giai:
Goi M,M’ 1an lugt 1a trung diém BC,B'C’' = A’,G,M’' thing hang va AA’M’M 14 hinh binh
hanh. A’M'1B'C',AGL1B'C' = B'C' L(AA’M'M). Suy ra géc giita (BCC'B') va (A’B'C") 14 géc giita
A'M’ va MM’ bang M'MA = 60°.

N 3
Dat x = AB. Ta c0AABC déu canh x ¢c6 AM la duong cao. => AM = x\z/_ A'M ,A'G= \3/_
3 3
TrongAAA'G vudong c6 AG = AA'sin60° = %; A'G=AA"cos60° = g = % Sx= %.
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V3 V3[av3)® 3023
4 4l 2| 16

1
SaABC = EAB.AC.sinGO" =
av33a?v3 9a3

\% g =AG.S = = . O
ABC.A'B'C MABC = 5~ ¢ 39

Bai 7.20. Dé thi thi: DH lan 1 khéi D-2012-THPT Chuyén Nguyén Quang Diéu-Déng Thdp

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi canh a va ¢é géc ABC = 60°, hai mdt phing

(SAC) va (SBD) cung vuéng goc vdi ddy, géc gitta hai mdat phing (SAB) va (ABCD) bang 30°.

Tinh thé'tich khoi chép S.ABCD va khodng cdch gita hai duong thing SA, CD theo a.
Giai:

Goi I 12 tam hinh thoi ABCD, khi d6 (SAC)n(SBD) = SI. Vi hai mit phing (SAC) va (SBD)
cung vuong goc véi day ABCD nén suy ra SI L mp(ABCD).

AABC can dinh B va ABC =60° nén AABC la tam giac déu canh a. Do d6 goi M 1a trung diém

ABthiBI=CM =—— \/_

2
Ké ITH 1 AB tai H, thi ta c6 SH 1 AB. Béi vay:

e — 1 3
(mp(SAB);mp(ABCD))=SHI =30 va IH = §CM = _a;/_
SI=IHtanSHI = gtan300
1
Vay: Vs aBcp = gdt(ABCD) SI=z. L acBrSI= 5 T‘@% o
Ké IK | SH tai K, khi d6 IK L mp(SAB).
Trong tam giac vuong SIH, ta co:
1 _1 1 _16 16 _ 64
IK?2 SI? IH? a2 3a2 3a2
Suy ra: IK = aT\!E.
Do CD || mp(SAB)
nén d(SA;CD)=d(CD;mp(SAB))=d(C;mp(SAB)) =2d(I;mp(SAB)) = 2IK
3
Vay: d(SA;CD) = 2% - %
2 3 3 3
Keét luan: Vs apcp = %; d(SA;CD) = % 0
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Bai 7.21. Dé thi thit PH QX 4
Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD la hinh thoi; hai dudng chéo AC = 2v/3a, BD =2a va

cdat nhau tai O; hai mdt phdng (SAC) va (SBD) cung vuéng géc vdi mdt phing (ABCD). Biét

2 %2 2 N 3 4 A ,
khoang cdach tu diém O dén mat phang (SAB) bang %. Tinh thé tich khoi chop S.ABCD
theo a.

Giai:

Vi mp(SAC)nmp(SBC) = SO va mp(SAC) L mp(ABCD), mp(SBD) L mp(ABCD) nén suy ra
SO L mp(ABCD)

Ké OM L AB tai M, ké OH L SM tai H. Khi 46 AB L mp(SOM) — AB 1 OH, do d6 OH L
mp(SAB).

. 3
Béi vay: OH = d(O;mp(SAB)) = %.
S N 1 1 1 1 4
Trong tam giac vuong OAB, ta c6: 02 - OAZ + 0B~ 342 + 3732
1 1 1 1 1 1 16 4 4

Trong tam giac vuéng SOM, ta co6:

= + = + ==
OH® OMZ S02 SO OHZ OMZ 3a2 342 a2

Hay: SO = %.

1 11 3V3 . 3V3
Vay: Vs.apcp = 5. d#ABCD).SO = 2.2.AC.BD.SO = e ?:f Két luan: Vs apcp = - 3‘f 0
Bai 7.22. Dé thi DH - CD 2012 - THPT D6 Luong 4 - Nghé An

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh thang vudng tai A va D. Biét AB =2a, AD =a, DC =
ala > 0) va SA vudng géc véi mit ddy (ABCD). Géc tao bdi gitta mdt phing (SBC) vdi ddy
bang 45°. Tinh thé tich khbi chép S.ABCD va khodng cdch tir B dén mp(SCD) theo a.

T gia thiét ta ¢c6 BC L AC va BC L SA, nén BC L mp(SAC). Do vay: ((SBC);(ABCD))=SCA =
45°.

Tu SA L mp(ABCD) suy ra ASAC vudng tai A, két hop véi SCA = 45° ta ¢c6 SA = AC =aV2

1 1 3v2
Vay: Vs.apco = 3dHABCD).SA = = (AB+CD).AD.SA = e 2{

Ké AH 1 SD tai H, dé dang chiing minh dudc AH L mp(SCD). Trong tam giac SAD vudng tai
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.1 1 1 3 aV6 7 A
A, ta co: AH? - SA? + AD? " 247" Suy ra: AH = 5 Do AB || CD — AB || mp(SCD), nén:

d(B;mp(SCD)) = d(A;mp(SCD)) = AH = “T6
3

Két luan:Vs apcp =

2
va d(B;mp(SCD)) = aT\/é

O

Bai 7.23. Dé thi thit DH - CD 2012 - THPT Triéu Son 4
Cho hinh chép tu gide déu S.ABCD véi ddy ABCD la hinh vudng canh bdng a, mdt bén tao
véi mdt ddy moét géc 60°. Mt phding (P) chita AB va tao véi mdt ddy mét gée 30° cat SC, SD
lan luot tai M va N. Tinh thé tich khéi chép S.ABMN.

Giai:

Goi O 1a tam hinh vuéng ABCD thi SO L mp(ABCD). Goi K, L 1an ludt 1a trung diém AB, CD,
goi H la trung diém SL, khi d6 AB L mp(SKL). Do d6: SKH = (mp(SAB);mp(ABCD)) = 60°.
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avV3 KLV3
2

tam gidc déu canh a. Béi vay HK = - va SH L KL, HKL = 30°.

Tu d6 ta ¢6 mp(ABH); mp(ABCD) = HKL = 30°, hay mp(P) trung véi mp(ABH).

Vi AB | CD va H la trung diém SL nén mat phang (P) cat SC, SD lan ludt tai M va N thi
M, N lan lugt 1a trung diém SC, SD. Suy ra MN = % = g. Mat khac, do AB L. mp(SKL) nén
HK 1 AB, HK 1 CD.

1 1 1 a av3a a*V3
ay: V. =—.dt(ABMN)SH =—-.(AB+MN).HK.SH = —. -). == }
Vay: Vs apun 3 ( ) 6( + ) 6(a+2) 55" 16
a3v3

16

Két luan: Vs apun = [

Bai 7.24. Dé thi thit PH QX 4

Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD la hinh thoi; hai dudng chéo AC = 2v/3a, BD =2a va

cdt nhau tai O; hai mdt phdng (SAC) va (SBD) cung vuéng géc vdi mdt phing (ABCD). Biét
2 %2 2 N 3 4 A ,

khoang cach tu diém O dén mat phang (SAB) bang %. Tinh thé tich khoi chop S.ABCD

theo a.

Giai:

Vi mp(SAC)nmp(SBC) = SO va mp(SAC) L. mp(ABCD), mp(SBD) 1 mp(ABCD) nén suy ra
SO L mp(ABCD)

Ké OM L AB tai M, ké OH L SM tai H. Khi 46 AB L mp(SOM) — AB 1 OH, do d6 OH L
mp(SAB).

. A 3
Béi vay: OH = d(O;mp(SAB)) = “jTF.
L N 1 1 1 1 4
Trong tam giac vuong OAB, ta co: 02 - OAZ + 082 - 342 + 3732
1 1 1 1 1 1 16 4 4

Trong tam giac vuong SOM, ta co6:

= + = + ==
OH® OMZ S02 SO OHZ OMZ 3a2 342 a2

Hay: SO = %.
1 11 3V3 . 3V3
Vay: Vs.agcp = 5-AHABCD).SO = 2.2.AC.BD.SO = a 3[ Két luan: Vs apcp = - ?:f 0
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Bai 7.25. Dé thi thi: DH - CP 2012 - THPT Chuyén Nguyen Hué
Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh thoi canh 2a. SA =a, SB = av/3, BAD =60° va
mp(SAB) vudng géc vdi mat dday. Goi M, N la trung diém ctia AB, BC. Tinh thé tich ti dién
NSDC va tinh cosin clia goc giita hai duong thang SM va DN.

Giai:

T AB=2a,SA=a,SB=av3 = ASAB vudng tai S.
Ké SH 1| AB tai H, do mp(SAB) L. mp(ABCD) nén suy ra SH | mp(ABCD) = SH la duong cao
cua tam giac vuong SAB. Tu do:
SH - SA.SB _ a.aV3 _ a\/§-
AB 2a 2
v » 1 R~y 0 a2\/§
Mat khac: d¢(ACDN) = —.CD.CN.stCN =—.2a.a.sin60"” = ——.

1 a%V3 3
Do vay: Vxspc = VSCDN——dt(ACDN)SH—g 9 .a\z/_ Z

Goi K 1a trung diém AD, L 14 trung diém AK, I 1a trung diém ML. Do SA=SM =ava SH 1 AB
nén suy ra H 1a trung diém AM.

Ta c6: BK2=BA%+AK2-2.BA.AK.cosBAK =3a2? = BK =aV/3.

Tu d6: BK2+ AK? =3a%+a® =4a® = AB? = AABK vuong tai K = BK L AD = ML L AD = ML |
HI

Tu ML L HI va ML 1 SH = ML 1 SI. Bé6i vay:

MI ML BK 3

SM 2SM _4SM ~ 4

Vi ML || BK | DN nén (SM;DN) = (SM;ML)=SML, v6i cosSML =

l\Dl—l

COSS/m =

.

|5

< < V3

va (SM;DN)=SML, v6i cosSML:T. O

2 (13
Ket luén: VNSDC = Z

Bai 7.26.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang vuéng tai A va B, diém M nam trén
canh SC sao cho MC =2MS, AB =a, BC =2AD = 2a\/3. Tinh thé'tich khbi chép M.ABCD theo
a. Biét rang SA =SB =SC va géc tao béi canh bén SC va mdt ddy la 60°.
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Goi N 1a trung diém BC thi DN 1L BC va DN = AB =a, CN = - = av3. Béi vay: CD? =

DN?+CN?=a2%+(aV3)?=4a® = CD =2a = BD = 2a.

Goi H 1a trung diém BD, do tam gidc ABD vuodng tai A nén HA = HB = HD, két hop véi gia
thiét SA =SB =SD suy ra SH L mp(ABCD). Tu dé:

(SC;mp(ABCD)) = (SC;CH) = SCH = 60°.

) BC?+DC? BD?
Mit khac: CH? = ; - = =Ta?=>CH=aV7.

Do d6: SH = CHtanSCH = av/7.tan60° = av/21.
Vi MC =2MS nén:

2 2 2av21
d(M;mp(ABCD)) = g.d(S;mp(ABCD)) = §.SH = a;/_-
Béi vay:
1 1 (AD +BC).AD 2 <
Vv aBcD = g.dt(ABCD).d(M;mp(ABCD)) = g( al 5 ) .g.SH = a3\/7 Ket luén:VM_ABCD =
a®V7 ]
Bai 7.27.

Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD la hinh thang vudng tai A va D. Biét AB =2a, AD =
CD =a, SA =3a(a > 0) va SA vudng goc vdi mdt phing ddy. Tinh thé tich khéi chép S.BCD va
tinh khodng cdch tic diém B dén mat phang (SCD) theo a.

Giai:

S

a2

1
Ta c6: dt(ABCD) = §’CD'AD =5
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CD1SA
Do nén CD L SD.
CD 1AD
2
Mat khac: SD =vVSA2+AD?2=av10 = dt(ASCD) = %.CD.SD =4 \2/E

3VS.BCD _3a\/ﬁ
dt(ASCD) 10
3av/10

Két luan:Vs gep = % va d(B;mp(SCD) =

Tu dé: d(B;mp(SCD)) =

Bai 7.28.
Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhdt véi AB = 2a, BC = a. Cdc canh bén
ctia hinh chép bang nhau va bing av?.

1. Tinh thé tich khoi chép S.ABCD theo a.

2. Goi M, N, E, F lan luct la trung diém ciia cdc canh AB, CD, SC, SD. Chiing minh
SN L mp(MEF)

Giai:

1. Goi I 1a tam hinh chi& nhat ABCD. Vi SA =SB =SC =SD =av2 nén suy ra SI L

mp(ABCD).
AC 5
Ta c6: AC=BD =vVAB2+BC2=1/(2a)2+a2=aV5=>1A= - = %
.z n . 3
Trong tam gidc vudong SIA, ta c6: ST =VSA2-TAZ = %

Do vay:

Vs.ABCD = %.dt(ABCD).SI - %.AB.BC.SI - “33‘/§

2. Goi K 1a giao diém ctia EF vé6i SN thi K la trung diém ctia SN.
Ta c6: SM?=SA%2-AM? =(av2)®-a?=a?=>SM =MN =a = tam gidc MSN can dinh M.
Do vay: MK 1 SN.
Mit khéc, tam gidc SCD can dinh S va N 1a trung diém CD nén suy ra SN L CD.
MaEF|CD=SN LEF.
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U => SN L mp(MEF)
SN LEF
3
P 3
Ket 111@.112 VS.ABCD = 2 ?:/_ ]

Bai 7.29.

Cho hinh chop ti giagc S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh, AD = 4a, cdc canh bén cua
hinh chép bdng nhau va bang av6. Tim césin ciia goc gitta hai mdt phing (SBC) va (SCD)
khi thé'tich S.ABCD lén nhdt.

Giai:

Goi O 1a tam hinh bunh hanh ABCD.Do SA=SB=SC=SD =av6nén suyra SO L mp(ABCD).
TiUSA=SB=SC=8D=av6vaS0 L mp(ABCD), suyra OA=0B=0C =0D = ABCD la hinh
chtr nhat.

Vi6aZ+ b2
Gia st AB = b, khi d6 BD = V16aZ+b% = OA = “TJF
16a%+b%2 8a?-b? 8a2 — b2
Do vay: SO% = SA2 — QA2 = 642 — “4+ _ “4 :>SI:aT.
< 2z 1 2 2 o oo o 16a®
Tt d6: Vi.apcp = 5. AB.AD.SO = =.20.b.V8a7—b% < Z.a.(b +8a> ~b%) = —

D4u dang thic xay ra khi b = 2a.

Vay thé tich S.ABCD 16n nhat khi AB = 2a, khi d6 SO =a.

Chon hé truc toa do Oxyz sao cho: 0(0;0;0);S(0;0;a);B(2a;a;0);C(—2a;a;0); D(—2a — a;0).

Ta co: S_B)(2a;a;—a), @(—2a;a;—a), S_D)(—2a;—a;—a)

[@,S.C)] =(0;4a?;4a?), [S.C),,_S‘b)] =(-2a2;0;4a?)

Tt d6 ta tim dudce vecto phap tuyén ciia mp(SBC) 1a 72(0;1;1), vects phap tuyén ctia mp(SCD)
1a 77(1;0;—2). Géc ¢ giita hai mit phang (SBC) va (SCD) la:

1.0+ 0.1+ (-2).1] 2
cosQ = =
VO+1+1.4/1+0+(-2)2 V10
P 2
Ket luan: cosp = — O
: ¢ 10
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Bai 7.30.

Cho khéi lang tru tam gidc ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam gide déu canh bdng a. Diém A’ cdch
déu ba diém A, B, C; canh bén AA' tao véi mdt ddy mot géc 60°. Tinh thé tich khbi ling tru
va ching minh mat bén BCC'B’ la hinh chit nhdt.

Giai:

Goi H 1 trong tam tam giac ABC, do tam giac ABC déuva A’/A=A'B=A'C
nén A'H L mp(ABC). Do d6: (AA";mp(ABC))=A’AH = 60°.

— 2
Nén: AAH=AHtanA'AH = g.AM. tan60° =a

2 3 3
3 3 3
Tu do, ta ¢6:Vapc apc =dt(AABC).A'H = ¢ ;/_.a =2 4:/_ Vay Vapc.agic = a ;/_

Goi M, M' 1an lugt 14 trung diém BC, B'C', khi 46 MM’ | BB' || AA'.
Tam gidc ABC déunén AM 1 BC. A’'H 1 mp(ABC)= A'H 1 BC.
Ty { AM 1 BC

A'H LBC = BC 1L AA'= BC 1 BB'. Nén BCC'B’' 1a hinh chit nhat. 0O

Bai 7.31.

Cho hinh hép ding ABCD.A1B1C1D1 ¢6 cdc canh AB=AD =2, AA; = V3 va géc BAD = 60°.
Goi M, N lan luct la trung diém ciia cdc canh A1D1 va A1Bi.

1. Chitng minh rdng AC; vudng géc véi mdat phing (BDMN).

2. Tinh thé'tich khoi chép A. BDMN

Giai:
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By

B

1. Do hinh binh hanh ABCD ¢6 AB = AD =2 va géc BAD = 60° nén ABCD la hinh thoi va
BD =2, BD 1L AC.
.| BDLAC

BD 1 AA;
Ta c6: MD.AC = (MA1 +ALA +AD) (AB +AD +AA1] = AD.AD +§AD2—AA12 = 5.2.2.cos600+

%.22—(\/5)2:0

Suy ra ACy LMD (2).

Tu (1) va (2) suyra AC1 L mp(BDMN).

2. Goi E la giao diém ctia AC va BD, F 1a giao diém cia A;C; va MN.

Do BD 1 mp(ACC1A1) nén BD L EF, MN L EF.

Ké A1K | EI (K thudc AC) thi K 1a trung diém AE

Goi I 12 giao diém ctia A1K va ACq; H 1a giao diém ctia AC; va EF, thi I 1a trung diém cta
AH.

Trong tam giac A{AK vuong tai K, ta co:

suy ra BD 1 ACq ().

2
AE\? 2V3 15
A1K?=A1A? + AK? = A1A% + (7) = (V3)" + (—Z_) =
V15
Suy ra EF = A1K = 5
1 3v15
Tut d6 d¢(BDMN) = 5(BD+MN)EF = ——.
AAAK
Miit khde AT = =222 = 3
AGIK V15
Nén AH =2A] = —
1 1o 3
Vély VABDMN = gdt(BDMN).AH = 5 OJ
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Bai 7.32.
Cho hinh ldng tru ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam gidc déu canh a, hinh chiéu vudng goc ciia A’
lén mdt phang (ABC) trung vdi tdm O ciia tam gidc ABC. Mét mdt phang (P) chiia BC va

2
V3 b thé tich khéi

vubdng goc véi AA', cit lang tru theo mot thiét dién cé dién tich bang
lang tru ABC.A'B'C'.

Giai:

Do tam giac ABC deéu va hinh chiéu ctia A’ trung véi tam O ctia tam gidc ABC nén suy ra
A'A=A'B=A'C.

Goi M 1a trung diém BC, H la hinh chiéu ctia M trén AA’, khi d6 mp(BCH) L AA’, suy ra
mp(P) chinh la mp(BCH).

Vi hinh chép A’.ABC 1a hinh chép déu nén A’AM nhon, suy ra H nam gitta AA'. dt(ABCH) =

2
3 1 3
a4 \/_:—BC.HM:HM:%

8 2 3

AH=VAMZ—HM? = Z“

., N . 2 3
Vi tam giac ABC déu canh a nén OA = gAM = %
Taco AMHA ~ AA'OA nén
HM AH HM.OA a
—_— > OA’ = = —
OA' OA AH 3 2 /3 55

3 3

Vay: Vapcame = dH{AABC).A'O =2 y % _ “12 -

Bai 7.33.

Cho hinh lip phuong ABCD.A1B1C1D1 ¢6 dé dai canh bang a. Trén cdc canh AB va CD lby
lan lugt cdc diém M, N sao cho BM = CN = x. Xdc dinh vi tri diém M sao cho khodng cdch
giita hai duong thing A1C va MN bdng %.

Do MN | BC nén MN || mp(A1BC).
Ké MK L A;B v6i K nam trén A;B, > MK 1 mp(A1BC).
Béi vay:
d(A1C;MN)=d(MN;mp(A1BC))=d(M;mp(A1BC)) = MK
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\ﬁthéd(A;lC;MN):g — x\/izg — x:“‘Tf
6
0
Bai 7.34.

Cho lang tru ding ABC.A1B1C1 ¢6 AB =a, AC =2a, AA; = 2aVv/5 va BAC = 120°. Goi M la
trung diém cua canh CCi. Ching minh MB 1 MA{ va tinh khodng cdch d ti diém A téi
mp(A1BM).

Giai:

Ta c6: MB.MA;=(MC+AB-AC)MC1+C1A1) = -MC?2-AB.AC+AC?=—(av5)2+a%+(2a)%2 =0
= MB 1L MA;
Ké CH L AB tai H thi CH L mp(ABA;)
= d(M;mp(ABA,))=CH = AC.sinHAC =aV/3
dt(AABA,) = %.AB.AAl = %.a.Za\/g = a?V/5 Béi vay: Vaga,u = 2dt(AABA;).d(M;mp(ABAy)) =
a®V15

3
Ta c6: MB=vVMCZ+BCZ=VMC2+AB2+AC2-2AB.ACcosBAC =aV12

MA;=/MC?+C1A%2=3a
1
= dt(AMAB) = E.MB.MAl =3a2V/3

3Vapamy _avh
dt(AMAB) 3

Tu do:d(A;mp(A1BM)) =
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Bai 7.35.

Cho khéi ldang tru tam gidc ABC.A1B1C1 ¢6 ddy la tam gidc déu canh 2a, diém A, cdch déu
ba diém A,B,C. Canh bén AiA tao véi mat ddy géc a. Hay tim a, biét thé tich khéi lang tru
ABC.A1B;C; bing 2V/3a%.

Giai:
Goi G 1a trong tam tam gidc ABC. Do diém A; cach déu ba diém A,B,C va ABC la tam giac
déu nén suy ra A;G L mp(ABC)
Béi vay: (A1A;mp(ABC))=(A1A;AG)=A1AG = «a
) 2a)*V/3
Ta c6: dtaABC) = 2V 2 5
VaBc.ABiC: _ 2V3a?

A G: = :2
T T AABC) g3 Y
22
4G =223 5033
3 2 AG
Trong tam gidc vudng A;GA, ta c6: tanAAG = i =vV3=>tana=v3=a=60°
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Bai 7.36.

Cho liang tru ditng ABC.A1B1C1 ¢6 cdc canh AA1 = 3a, AB =av/3, AC =2a va géc BCA = 60°.
Goi M la trung diém canh BB1, N la trung diém canh A1B1, G la trong tam tam gidc BB1C1.
Hay tinh thé'tich khéi tit dién AMNG.

Giai:
Ta c6: AB? = AC% + BC? -~ 2AC.BC.cosBCA < BC?-2a.BC+a’=0 < BC=a
Tam giac ABC c6 AC? = AB? + BC? nén tam giac ABC vudng tai B = C1B1 L mp(ABB1A;)
Ké GH 1 BB; (véi H nim trén canh BB;), khi d6 GH || C1B;.
Béi vay: GH L mp(ABB1A;) va GH = %

1 3 1 3¢ aV3
dH{(AAMN) = dt(ABB1A1)— dt(AAN)—dt(B{NM)—dt(ABM) = 3a.a\/3 - 5.30&.% - Eg%f -

1 2
Lavgla_9via
2 2 8

1
Vay: Vauneg = gdt(AAMN).GH =

9v/3a? a3Vv3
8

W
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Bai 7.37.

Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy la hinh thang vuéng tai A,B. Hai mdt phang (SAB),(SAD)
cung vuéng goc vdi ddy. Biét AB = 2a,SA = BC = a,CD = 2aV5. Tinh thé tich khbi chép
S.ABCD. Xdc dinh tGm va bdn kinh mdt cau ngoai tiép ti dién SACD.

Giai:

Qua C ké duong thang song song v6i AB cat AD tai E,
suy ra ta giac ABCE la hinh cht nhat nén AE =a va ACED vudng tai E.

Theo dinh 1i Pitago ta co:

DE?=CD?%-CE?=20a2-4a2%=16a% = DE =4a.
Vay AD la day 16n ctia hinh thang va AE =a +4a = 5a.

Dién tich hinh thang ABCD la Sapcp =

(BC+AD)AB 3 (a+5a).2a

2 2

51

= 6a2(dvdt).




Sl cCHINH puuc

| TOANTUA-z |2
Thé tich khoi chép S.ABCD 1a:V = §SA.S ABCD = 2a°.
Tam gidc ACD vudng 6 C, trong mp(SAD) goi O 1a giao cia dudng thang vudéng géc véi SA tai

trung diém I ctia SA va dudng thing vudng géc véi AD tai trung diém J ctia AD suy ra O 1a

tam mat cau ngoai tiép ti dién SACD (O 1 trung diém caa SD),

suy ra: R=0A =vVOI?+ AIz—ag O

Bai 7.38.
Cho hinh ldng tru ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam gidc déu canh a, dinh A’ cdch déu cdc diém
A,B,C. Mdt phing (P) chita BC va vudng géc véi AA' cdt lang tru theo mot thiét dién cé dién

2
3 > Ae 7w
. Tinh theo a thé tich khoi lang tru ABC.A’B'C'.

. a
tich bang

Giai:

Do A’A =A'B = A'C nén hinh chiéu vudéng géc ctia A’ 1én (ABC) trung véi trong tam O ciia tam
gidgc ABC. Goi H 1a hinh chiéu vuéng géc ctia B 1én AA’, Khi d6 (P) = (BCH).
Goi M la trung diém cta BC thi MHL1AA' va A’/AM nhon H nam giita AA’. Thiét dién cta
lang tru khi cat béi (P) 1a tam gidc BCH.

av3 av3

AABC déu canh @ nén AM = —— 5 AO—gAM_T;HB:HC:\/a2+AH2:HMLBC
23 1 2 3
Theo bai ra: SBCH:a \/_:—HM.BC:a \/_:HMzi.
8 2 8 4
— VAMZ_HM? = _3a% _3a
4 16 4
A'0 HM
Hai t idc A =——
al tam giac A0 AH \/_
AO.HM _av3a 4 a
S A'O = =,
uyra AH 3 4\1/_30& 33\/‘
. . 1 1
Thé tich khéi lang tru : V = A'0.Sapc = —AOAMBC—égaTa— o (@vit) 0
Bai 7.39.

Cho hinh chop OABC c6 3 canh OA,0B,OC vuéng goc véi nhau déi mét tai O,
OB =a,0C =0A =aV3. Goi M la trung diém ctia canh BC.
a. Tinh khodng cdch tic diém O dén mdt phang (ABC).
b. Tinh khodng cdch gitta 2 duong thang AB va OM.
Giai:
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Trong tam giac OBC, vé duong cao OK. Trong tam giac OAK, vé dudng cao OH. Chiing minh
OH vuong géc mp (ABC).
1

_1+1_1+1+1_5
OH2 O0A2 OK2?2 O0A2 OB2 002\/: a2’

5

Suy ra d(0,(ABC)) = OH—O‘T

Chon hé truc toa dé nhu hinh vé. Khi dé 0(0;0;0),A(0; 0; av/3); B(a; 0; 0), C(0; aV/3; 0),
Mg;a\/g;O,NO;a3a\/_ OM aa\/_ ON .a 3;a\/§
27 2 2 2 2 2 2 2
V3 a2V3) _
4 ’ 4
Phuong trinh mat phing (OMN) qua O véi vecto phap tuyén 7 : v3x+y+z=0
3.a+0+0 3 15 1
Ta c6: d(B; (OMN)) = V34 | _av8_avI5 Vay: d(B; (NOM)) = av15
V3+1+1 V5 5 5
MN la duong trung binh ctia tam giac ABC => AB|MN = AB|(OMN)

= d(AB;OM)=d(AB;(OMN))=d(B; (NOM)) = a\gﬁ'

L 2
[OM; ON] = (SZ ; =(v3; 1; 1) 1a VTPT ctia mp(OMN)

Bai 7.40.

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang vuéng tai A,B véi AB=BC =a;AD = 2a.
Cdc mdt phing (SAC) va (SBD) cung vudng géc véi mdt phing ddy (ABCD). Biét géc gitia
hai mdt phing (SAB) va (ABCD) bang 60°. Tinh thé tich khéi chép va khodng cdch gita hai
duong thang CD va SB.

Giai:
1
Goi H=ACnBD = SH.1(ABCD)&BH = gBD

Ké HELAB = ABL(SHE) = g((SAB);(ABCD)) = SEH = 60°.

. 1 2 223 1 3v3
MaHEngD:East: a\/_3VSABCD=§.SH.SABCD=a?:/_

. p 1
Goi O la trung diém AD = ABCO la hv canh ¢ = AACD c6 trung tuyén CO = EAD
CD1AC=CD1(SAC)va BO|CD hay CD|(SBO)&BO L(SAC).
d(CD;SB)=d(CD;(SBO))=d(C;(SBO)).
Tinh chat trong tAm tam giac BCO = IH = %IC = % =VIH2+HS?=
ké CK1SI ma CK1BO = CKL1(SBO)=d(C;(SBO))=CK

1 1
Trong tam giac SIC ¢ : Sgic = QSH.IC = §SI.CK =>CK =

5a\/_

SH.IC 2av3
SI 5
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Al
- vy ,\ 7
N
| A"
V3

2
Vay d(CD;SB) = 22

Bai 7.41.
Cho hinh chop S.ABCD day ABCD la hinh thang ddy lén AB =2, tam gidc ACB vuédng tai C,
cdc tam gidc SAC va SBD la cdce tam gide déu canh bdng V3 . Tinh thé tich ctia hinh chép
S.ABCD.

Giai:
Vi tam gidc SAC va SBD déu canh v/3 nén AC = BD hay ti gidc ABCD 1a hinh thang can.
Lai c6 géc ACB vuéng nén hinh thang ABCD ndi tiép duong tron duong kinh AB.
Goi H 1a trung diém AB khi d6 SH vudéng géc (ABCD) hay SH la duong cao ctia hinh chép.
Ta c6 BC=v4—-3=1nén SH =VSB2-HB2= 2.

3v3 N
Lai c6 Sagcp = T\/_ (Do ABCD la ntta luc giac deu)
13vV3 6
Vay Vs apcp = g-T\/_.\/i = % (dvtt). O

Bai 7.42.

Cho hinh chdép S.ABCD c6 ddy la hinh chit nhét, AD = av2,CD = 2a,SA L(ABCD). Mdt phding

(SBC) tao véi ddy mot géc 60°. Goi M la trung diém ctia CD, N la giao diém ciia BM va AC.

Tinh thé'tich khbi chép S.ABM. Chiing minh cdc diém S,A,D,M,N thuéc mét mdt cau.
Giai:

Két luan: O

Bai 7.43.
Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang vuong tai A,B, AB =BC =a;AD = 2a.
Canh bén SA vuéng géc véi day (ABCD) va SA =a. Goi E la trung diém ciia AD. Tinh thé
tich khéi chop S.CDE va tim tam, bdan kinh mdt cdu ngoai tiép khéi chép S.CDE.

Giai:

Dé dang tinh dudc V = %. Goi M, N lan ludt 1a trung diém ctia SE va SC

ta c6 méit phang (ABNM) la mit phang trung truc cta SE.

Vay tam O ctia mit cau ngoai tiép hinh chép SCDE la giao diém ctia mit phang (ABMN) va
truc duong tron ngoai tiép day CDE.

Goi A 1a dudng thang qua I 13 trung diém cta CD va song song v6i SA. Goi K 14 trung diém
cta AB thi KN|AM. KN va A dong phang suy ra KNnA =0 la diém can tim.

BC+AD 3 CD 2
Tam giac OIK vuong can nén OI = IK = — = Ea :CD =av2;IC = 5 = ‘“2/_.
902 24> 11a? V11l
Ta c6 OC2=0I%?+1C?= Z + Z - :»R:OC:a2 _ -

Bai 7.44.

Cho hinh héop diung ABCDA1B1C1D1c6 AB=AD =a;AA = ?(a > 0);§A\D =60°. M, N lan
luot la trung diém cua A1D; va A1B;.

a. Chung minh: AC11L(BDMN)

b. Tinh thé tich khéi chép A BDMN.

Giai:
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Két luan: O

Bai 7.45.
Cho hinh ldng tru diing ABCD.A'B'C'D' ¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh cé géc BAD bdng
45°. Cdc duong chéo AC' va DB’ lan luot tao véi mdt phang chita ddy cdc goc 45° va 60°. Biét
AA’ =2a. Tinh theo a thé'tich khéi ling tru da cho.

Giai:

Két luan: O

Bai 7.46.

Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc vudng cén tai A,BC = 2a. Hinh chiéu vuéng
géc cia diém S 1én mdt phdng (ABC) trung véi trung diém BC, mdt phang (SAC) tao vdi ddy
(ABC) mét goc 60°. Tinh thé tich hinh chép va khodng cdch tic diém I dén mdt phang (SAC)
theo a, vdi I la trung diém SB.

Giai:
, X . o  SHL(ABC)
Goi H,J lan lugt la trung diém cta BC,AC, Ta co =>ACLSdJ,
HJ1AC
e BC AB 2 6
nén ST =60°. AB=2C -5, HI=2B_Y2 sy w7 taneoe = Yo
V2 2 2 2
1., ABAC 16 2 V6a®
==SH. =-.—.(V2) .a®= .
Vs.aBc 35' 5 69 (vV2) .a 6
. e s . L _HE1SJ
Goi E la hinh chiéu ciua H 1én SJ, khi d6 ta co => HE1(SAQC).
HE1AC
Mait khace, do IH||SC = IH|(SAC),
6
nén d(I,(SAC))=d(H,(SAC))=HE = HJ.sin60° = %a. L]

Bai 7.47.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi, hai duong chéo AC = 2v/3a,BD = 2a va

cdt nhau tai O; hai mdt phing (SAC) va (SBD) ciung vudng goc véi mdt phing (ABCD). Biét
2 %2 2 N 3 4 A

khoang cdach tu diém O den mat phang (SAB) bang %. Tinh thé tich khoi chop S.ABCD

theo a.

Giai:

Két luan: O

Bai 7.48.

Cho hinh ldng tru ding ABC.A'B'C' ¢6 AC = a,BC = 2a,ACB = 120° va duong thing A'C tao
v6i mét phang (ABB'A')géc 30°. Tinh thé tich khéi ling tru da cho va khodng cdch gitia hai
duong thang A'B,CC' theo a.

Giai:
Trong (ABC), ké CHLAB(H € AB), suy ra CHL (ABB'A’) nén A'H 1a hinh chiéu vuéng géc ctia
A'C 1én (ABB'A’).
e A T T~ AT T T 0 1 . 0 aZ\/§
Do do: [A'C,(ABB'A")]=(A'C,A’"H)=CA'H =30°. Saapc = EAC.BC.SIDIZO = 5
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AB2=AC?+BC?-2AC.BC.c0s120°=7a?> > AB=0aV7,CH =

AB 7

CH 2aV21 S V35
Suy ra: A'C = 0300 - a7 . Xét tam giac vuong AA'C ta dudc: AA'= VA'C2-AC? = ¢ "

1

3V/105
Suy ra: V = Saapc.AA = = Do CC'IAA' = CC'//(ABB'A').
V21

Suy ra: d (A'B,CC")=d (CC',(ABB'A’)) =d (C,(ABB'A’)) = CH = = — 0

Bai 7.49.
Cho hinh ldng tru ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam gidc déu canh a, hinh chiéu vudng goc ciia A’

lén mdt phang trung véi tdm O ciia tam gidc ABC. Mot mdt phdang (P) chita BC va vuéng géc

a2

. < % A - A A - A - N 3 , A As 7w
voi AA’, cat lang tru theo mot thiéet dién co dién tich bang . Tinh thé tich khoi lang tru

ABC.A'B'C'.

Giai:
Goi M 1a trung diém cta BC, do A’OL(ABC) nén BCL(A’AM). Goi K la diém thudc AA’ sao

, 2
cho KBLAA', néi KC thi AA’L(KBC)= AA' LKMAO = g.—“‘f - —af ;
a>/3 . KM.BC a*\/3 av3

KBC c6 dién tich nén 5 >KM = "
Xét A’AM c6 2 duong cao A'M va MK nén A’‘O.AM =KM.AA' (x):

av3 9 a® aV3
2V ok

as s . 3 A
dat A'O =x >0 khi do tu (%) ta c6: x.AM =AA" KM < «x. 5 + 31 (Do A’AO vudng

. N 3 2 2 2
talOvaAO:% )hay2x:\/x2+—a3 ©4x2:x2+%©3x2:%©x:%.
16 1 4 ¥ 1 3 2 3 N . ., X
Ta c6 dién tich day ABC bang 5-0&-% -2 ;/_ ( Dién tich tam giac déu canh a).
23 a®V3
A aa a
Vay VABC.A’B’C’ :A,O-SABC = §T = 7 u

Bai 7.50.

Cho hinh hop ding ABCD.A'B'C'D’, canh AB = AD =2,AA’ = /3, géc BAD = 60°. Goi M,N
lan luot la trung diém cdc canh AD,AB. Chitng minh A'C vuéng géc véi mit phang (B'D'MN).
Tinh thé'tich khbi chép A'B'D'MN.

Giai:
Gia st A'C cat O'J tai H ( hinh vé )= H 1a giao diém ctia A'C v6i mp(B'D'MN)
Xét hinh chtt nhat ACC'A’ ¢6 A'C'=2AA’A’O’OA 1a hinh vudng.
Tu d6 ching minh dugc A'T1LO’J hay A’/C10O’J (4). Tu (3) va (4): A’C L mp(B'D'MN) dpcm
Tt gidc B'D’MN la hinh thang can c¢6 duong cao 14 O'J. Ta c6: B'N = VB'B2+ BN2 =2

V15 1 3v15
Tinh duge O'J = — = SDuN= §(B’D’ +MN).0'J = 0 (5)
! ! A . ! 4 ! ! !/ \/§
AA'O'I vudng tai O’ ¢6 A'O :\/§,OI:7.
3 3 12 2v/3
Tit d6 tinh duge : O'H2 == A'H2=A'0?-0'H2=3-"="2"=A'H= i
5 5 5 V5
- as 1 3
Tu do: VA’B’D’MN = §A,H-SB’D’MN = 5 U
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Bai 7.51.

Cho Ekhéi chép S.ABCD c¢6 ddy la hinh thang cén, ddy l6n AB bang bén lan ddy nhé CD,

chiéu cao ctia ddy bang a. Bén duong cao ciia bén mdt bén ung vdi dinh S c¢6 do dai bang

nhau va bang b. Tinh thé tich ciia khéi chép theo a,b.

Goi H 1a chan dudng cao cta chép thi H phai cach déu cac canh ctia day va trong trudng hop
nay ta ching minh dudc H nam trong day.

Suy ra hinh thang can ABCD c6é duong tron noi tiép tAm H 14 trung diém doan MN véi M,N
lan lugt 12 trung diém cac canh AB,CD va MN =a

Puong tron d6 tiép xic véi BC tai E thi HM = HN = HE = g la ban kinh duong tron

1
véSE:SM:SN:b(b>%):SH:E\/LLbZ—az
Dat CN =x thi BM =4x, CE =x, BE =4x. Tam giac HBC vuong 6 H

a? a a 5a?
nén HE? =EB. EC@Z =45’ o x = Z:>CD =5 AB =2a,suy ra Sapcp =
15021 5a°2
Vay VS ABCD = g T 5 V4b2 —q? = ﬂ \% 4b2 —a2(dvtt) O

Bai 7.52.

Cho hinh chop S.ABCD, day ABCD la hinh thang vuéng tai A va B; AB =BC =2a,AD = 4a.
Canh SA = 4a vudng géc véi ddy. Goi M,N lan luogt la trung diém ciia SAvaSD. Tinh thé'tich
khéi chép S.BCNM.

Giai:
Ké SH1BM.Vi MN|AD;AD1(SAB)nén MN 1(SAB)=> MN_1SH.
Tu do SHL(BCNM). Vay SH la duong cao hinh chép S.BCNM.
Ké AK1BM, suy ra AK =SH. Tam giac ABM vuong can tai A
suyra AB=AM=2a=>AK=SH=aV2.
BCNM 1a hinh chit nhat véi dién tich: Speyy = BC.BM =2a.2aV2 = 4a?V2 .

1
Vay : Vspenm = gSBCNM-SH =4a2v2.av2 = 8a5. U
Bai 7.53. Huynh Bado Toan

Cho hinh chép S.ABC ¢6 ddy ABC la tam gidc vudng tai A va ABC = 60°. Mt bén SBC la tam
gidc cén tai C, canh bén SA vuéng goc véi ddy va SA =a. Goi M la diém nam trén canh BC
sao cho BM = 2MC. Mt phing (a) qua SM va song song vdi AB cit SC tai N. Tinh khodng
cdch tiz C téi mdt phang (a) va thé'tich khoi chop S.BMN.

Chon hé truc toa d6 Axyz c6 cac diém B, C,S 1an lugt ndm trén céic tia Ax,Ay, Az nhu hinh vé.
Trong hé truc nay, ta c6 A(0;0;0), S(0;0;a) va dat B (¢;0;0), véi ¢ > 0.

Khi d6, AC = ABtan60° = tv/3 = C (0;£1/3;0),CB = (¢;—tv/3;0).

Do AM = AC+CM = AC +1CB nén M (£;221,0).

ASBC can tai C nén CB:CSQ\/t2+ (V3t) = \/(\/§t)2+a2©t:a

Mait phang (a) qua SM va song song véi AB cit SC tai N nén MN song song véi AB va
suyraN(O ‘/_a O) TacoSM—(— %_a a) ﬁ:( L—a a)

[.S’—J\;.T,S’_]ﬂ :( ,3a2 2v3 2) SB =(a;0;—a).
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Phuong trinh (SMN) la 3y+2\/_ 2—2v3a =0.
Khoang cach tu C t6i (SMN) la d(C,(SMN)) =

3V8a-2v3a| av7
324 (2v3)7 7

? A 1 —_ _—
Thé tich khéi chép S BMN 1a Vi = ¢ ‘SB. [SM;SN] \ - % (dvtt). 0

Bai 7.54. Huynh Bédo Toan
Cho hinh chop S.ABC cé day la tam gidc vuédng tai A, AB =a. Canh bén SA vuéng goc voi day

va SA =av/3. Trén cdc canh SB,BC va CS lan luot lGy cdc diém M,N va P sao cho SM = %SB,
3
BN =2BC va CP = CS. Biét hinh chép A.MNP c6 thé tich bing ¢

hinh chop da cho va khodng cdch giita hai duong thang SA va NP.

6 -
\7/_. Hay tinh thé tich cua

Giai:
bat AC =¢ >0 va chon hé truc toa do Axyz nhu hinh vé.
Trong hé truc nay, A(0;0;0), B(a;0;0), C(0;¢;0), S(0;0;av/3).
Ngoaira, AM = AB+BM = AB + 313—3’ - (? 0; a‘Tf)

non M (220,23 AN = 4B+ BN = AB + 250 = (“ 2t o)
ER 3 3’3’
nénN( 2t o) AP=AC+CP=AC+ C_S 0; 28, 2V3
3'3’ 3 3
2 — 2a? 2V3 4 — -] — 2
nP(O i af) [4M,4N| = (_ ag 3;%;%) AM,AN| AP== /8
. Z 17— 3
Thé tich khéi chép A.MNP 1a Vi ynp = g‘ AM,AN] AP‘ ¢ t‘/_ a2‘7/6 ot=aV2.
a3
Ta dé dang tinh dudc thé tich khéi chép S.ABC 1a Vg apc = \/_ (dvtt).
Bay gi0, ta sé tinh khoang cach giita hai dudng thang SA va NP
2 N 2 3 6
Ta ¢6 NP = |- =;0; “‘f) |[AS,NP| = 0;,- V34 ) AS,NP|.AN=-= Ve
IES 3 9
X AS,NP|.AN| o,5
Khoang cach cin tinh d(SA,NP) = ’ [ ‘ _2av2 [
[4s.NB]| 3
Bai 7.55. Huynh Bdo Toan
Cho khbi chop tam gidc déu S.ABC c6 canh bén tao vdi ddy moét géc 60° va khodng cdch ti
6
diém A téi mdt phing (SBC) bang a\:/)’_ Tinh thé tich khéi chop da cho va cosin ciia goc
tao bdi hai mdt bén.

Giai:
Goi O 14 tam cta tam gidc déu ABC, M la trung diém cta BC.
Chon hé truc toa do vuoéng géc Mxyz nhu hinh vé. Goi ¢ (¢ > 0) la do dai cia canh AB.

tv3 ,B(é;O;O), C(_2 )V O(O —% 0)

Ta c6 M (0;0;0), A(O g ;0
Vi SOL(ABC) nén géc giita SA va mit phang (ABC) bing géc SAO.

— — — V3
DodéSO:AO.tan60°:tnénOS:(O;O;t)VéMS:MO+OS:(0;—7\/_;15)
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nén phuong trinh mat phang (SBC) 1a 6y +v3z =0.

tV3

hayS(O;—T;t . Khi d6 |MB,MS | = (o;_

3tv3 6av13
Vay nén d(A,(SBC)) = \/_: a13 ©i=2a.
—_— 2 — —_—
Lac nay SA:(O;—aT\/g;—&z),SB: a;aT\/g;—&z ,SC = —a;aT\/g;—&z ,
— — 2a2V3)\ == = 2a2V/3
[SA,SB] =[2v3a?;-2a2; a3\/_), [SA,SC] :(2\/§a2;2a2;— a3\/_).

Thé tich khéi chép S.ABC 1a Vi apc = % \sTa. [s_’A@] ) - ¥a3 (dvtt).

[s2.58] [si 0]
Goi a la goc gitta (SAB) va (SAC) thi cosa = ——— — = O
HSA,SB”.HSA,SC” 13

Bai 7.56. Huynh Bdo Toan
Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vuéng canh a, canh bén SA vudng géc véi ddy. Biét
khodng cdch giita AC va SD bdng ?. Hay tinh thé tich ctia hinh chép da cho va géc giita
hai duong thang AC va SD.

Giai:

Két luan: m

Bai 7.57. Huynh Bdo Toan
Cho hinh chép S. ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh chit nhdt, AB = a, SA vuéng géc véi mdt phding
(ABCD). Canh bén SC tao vdi ddy moét géc 45°. Biét rang khodng cdch tix diém A téi mdt

2 L 2 21 . N N - A2 > N , s A
phang (SCD) bang a’\7/_. Goi M,N lan ludt la trung diém ctua AB va SD. Tinh thé tich khot
chép S.ABCD va cosin clia goc giita hai duong thang MN va AC.

Giai:

Két luan: O

Bai 7.58. Huynh Bdo Toan
Cho hinh chép déu S.ABCD c6 dién tich mdt bén bang a?V3, canh bén hop vdi ddy mot géc
45°. Goi M,N lan luot la trung diém cia AB va BC. Tinh thé'tich ciia khdi chép S.MND, ti
dé suy ra khodng cdch ti diém D téi mdt phang(SMN).

Giai:

Két luan: O

Bai 7.59. Huynh Bédo Toan
Cho hinh ldng tru ABC.A'B'C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc vudng tai A va AB = a. Hinh chiéu
ciia A’ trén mdt phang (ABC) trung vdi trung diém ciia canh BC, canh bén AA' tao véi ddy
mot géc 60° va A'C = 2a.

a. Tinh thé'tich khéi lang tru da cho.

b. Tinh khodng cdch giita hai duong thing AB va A'C.
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Két luan: O

Bai 7.60. Huynh Bdo Toan
Cho lang tru dung ABC.A'B'C’ ¢6 tdt cd cdc canh déu bang a. Goi M la trung diém ctia canh
AB va N la diém thuéc canh AC sao cho AN =2CN, E la giao ciia BN va CM. Duong thing
di qua E, song song véi BC cdt cdc canh AB va AC lan ludt tai P va Q. Tinh thé tich khéi
chop A'.B'PQ, va tinh khodng cdch gitta hai duong thang A'P va C'Q.

Giai:

Két luan: O

8 - Mot sb bai tap tong hop

Bai 8.1. Dién dan onluyentoan.vn
Cho hinh chép S.ABCD cé6 dday ABCD la hinh vuéng canh a. H la trung diém AB. Hai mdt
phang (SHD),(SHC) cung vudng goc véi ddy. Tinh thé'tich khoi chép S.ABCD, biét khoi chop
c6 ba mat bén la ba tam gidc vudng.

o3
bS: v = Edvtt

Bai 8.2. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’' . Goi G la giao diém ctiia AC' véi mp(A'BD).
Tinh ti s6 k = Ve.cap }
VaBcp.a'B'C'D!
bS: k= l
6
Bai 8.3. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh chit nhdt véi AB =a,AD =aVv2,SA =a va SA
vudng goc vdi mat phing (ABCD). Goi M,N lan luot la trung diém cia AD va SC; I la giao
diém ciia BM va AC. Chitng minh rdng mdt phang (SAC) vudng géc véi mdt phing (SMB).
Tinh thé tich ciia khoi ti dién ANIB.

3
2
ps:v=2 ve
36
Bai 8.4. Dién dan onluyentoan.vn

Cho hinh tru cé cdc ddy la hai hinh tron tém O va O', bdn kinh ddy bang chiéu cao va bing
a. Trén duong tron ddy tam O ldy diém A, trén duong tron ddy tam O’ ldy diém B sao cho
AB =2a. Tinh thé'tich ciia khéi tit dién OO'AB.

a®V3
12

PbS: v =
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Bai 8.5. Dién dan onluyentoan.vn
Cho hinh chép tam gidc S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc déu canh a, SA = 2a va SA vuéng
géc véi mat phing (ABC). Goi M va N lan lugt la hinh chiéu vudng géc clia A trén cdc duong
thang SB va SC. Tinh thé'tich ciia khéi chop A.BCNM.

3
ps: v = 30 V3
50
Bai 8.6. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vuéng canh a, mdit bén SAD la tam gidc déu va
nam trong mdt phing vuéng goéc vdi ddy. Goi M,N,P lan luot la trung diém cia cdc canh
SB,BC,CD. Chitng minh AM vuéng géc véi BP va tinh thé tich cia khoi tiz dién CMNP.

3
3
ps:v=2 V3
96
Bai 8.7. Dién dan onluyentoan.vn

Cho hinh chop ti gidc déu S.ABCD c6 ddy la hinh vudng canh a. Goi E la diém débi xing clia
D qua trung diém cia SA, M la trung diém ciia AE, N la trung diém ciia BC. Chiing minh
MN vuébng géc véi BD va tinh (theo a) khodng cdch giita hai duong thing MN va AC.

bS: HQ
2
Bai 8.8. Dién dan onluyentoan.vn

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh thang, géc ABC = BAD = 90°,BA = BC = a,AD = 2a.
Canh bén SA vuéng géc véi ddy va SA =av2. Goi H la hinh chiéu vuéng géc ciia A trén SB.
Chiing minh tam gidc SCD vudng va tinh (theo a) khodng cdch tie H dén mdt phdng (SCD).

PS: d(H:(SCD)) = %
Bai 8.9. Dién dan boxmath.vn

Cho ldng tru ABC.A'B'C’ ¢6 dé dai canh bén bang 2a, ddy ABC la tam gidc vubng tai A,
AB =a,AC = a3 va hinh chiéu vubng goc ctia dinh A’ trén mdt phang (ABC) la trung diém
ctia canh BC. Tinh theo a thé tich khobi chép A'.ABC va tinh cosin ciia géc giita hai duong
thang AA',B'C'.

— 1
bS: ¢ =B'BH, cos¢p= 1

Bai 8.10. Dién dan onluyentoan.vn
Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh vudng canh 2a,SA =a,SB = av/3 va mdt phdng
(SAB) vuébng géc véi mdt phang ddy. Goi M,N lan lugt la trung diém ctia cdc canh AB,BC.
Tinh theo a thé tich ciia khéi chép S.BMDN va tinh cosin clia goéc giita hai duong thing
SM,DN.

J— 1
bS: p=SME, cosp= ﬁ

Bai 8.11. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 canh bén do dai bang aV/5, cdc mdt bén cung tao vdi
mdat ddy mét géc 60°. Tinh thé tich khoi chép S.ABCD va bdn kinh mdt cau tiép xic véi tat
ca cac mdt cua hinh chop S.ABCD theo a.
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Bai 8.12. Dién dan boxmath.vn
Cho lang tru ding tam gidc ABC.A'B'C' . Biét AABC vuéng tai B. AB = a;BC = b;AA’ =
c(a?+b2%<c?) . Goi (P) la phang di qua A va vudng géc véi A'C. Xdc dinh thiét dién ciia lang
tru khi bi cdt béi phing (P). Tinh dién tich thiét dién theo a,b,c.

N )
DS:S:ab a’+b%+c
2¢
Bai 8.13. Dién dan boxmath.vn

Cho ldng tru dung tam gidc déu ABC.A'B'C' ¢6 canh ddy bang 2a va chiéu cao la a. Dung
thiét dién ctia ldng tru tao bdi mdt phang di qua B' va vudéng goc véi canh A'C. Tinh dién tich

ctia thiet dién.

bS: S = 3\/1_5(12
8
Bai 8.14. Dién dan onluyentoan.vn

Cho ldng tru ABC.A'B'C' ¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh a, hinh chiéu vubng goc ciia A’
lén mdt phdng (ABC) trung vdi tdm O cia tam gidc ABC. Mét mdt phdng (P) chita BC va

2
. < 9 - A A , A - 3 - s Ae 7w
vuéng goc véi AA' cat lang tru theo 1 thiet dién cé dién tich a’v3 Tinh thé tich khoi lang tru.
3

3
ps:v=2 V3

36
Bai 8.15. Dién dan onluyentoan.vn

Cho hinh hép chit nhdt ABCD.A'B'C'D’' c6 ddy la hinh vuéng ABCD tdm O canh 2a, canh
bén AA' =3a, Q,I lan luot la trung diém cdc duong thang DD',0B. mdt phing a qua IQ song
song vdi AC chia hinh hop ABCD.A'B'C'D’ thanh 2 phan. Tinh ti sé thé tich 2 phan dé.

Vi _ %5
Ve 119
Bai 8.16. Dién dan onluyentoan.vn

Cho lang tru dung ABC.A'B'C’ ¢6 day ABC la tam gidc vuéng véi AB = BC = a, canh bén

AA' = 3—\/;. M la diém trén canh AA' sao cho AA' = 3AM. Tinh thé tich ciia khéi ti dién
MB'BC'. Tinh khodng cdch tiz B' dén mdt phdang (C'BM).

DS: d(B',(BC'M)) = ?
Bai 8.17. Dién dan onluyentoan.vn

Cho lang tru ABC.A'B'C' co A’A =A'B, dday ABC la mét tam gidc vudng tai B, BC =a, AB =
aV3. Mdt bén (ACC'A") vubng géc véi ddy, géc tao bdi mdat phang (A'BC) va (ACC'A") la a sao
cho tana = 2. Tinh thé tich ctia khbi chép A’ BCC'B’ va khodng cdch gita A'B va B'C theo a.

PS: d(A'B;B'C) = %
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Bai 8.18. Dién dan onluyentoan.vn
Cho ldng tru tam gidc ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam gide vuéng tai B,BAC = 30°, canh AC bing
2a. Canh bén AA' tao vdi ddy mét géc 60° va chdn duong vudng goc ha tic A' xubng mdt phding
(ABC) tring véi tam dudng tron ngoai tiép ddy. Tinh theo a thé'tich khéi ling tru ABC.A'B'C’
va khodng cdch gita hai duong thang B'C' va AA’

PS: av3

Bai 8.19. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh lang tru ding ABC.A'B'C’' ¢c6 day ABC la tam gidc vuédng tai B va BA = BC =a. Géc
giita duong thang A'B véi mdt phing (ABC) bang 60°. Tinh thé'tich khéi lang tru ABC.A'B'C’
theo a.

3
})S:a;/g

Bai 8.20. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh non dinh S néi tiép trong mdt cau tém O bdn kinh R va ddy la duong tron giao
tuyén cia mdat cqu dé véi mot mdt phing vudng goc véi duong thiang OS tai H sao cho
SH = x(0 < x < 2R). Tinh theo R va x thé tich V va dién tich xung quanh S cia hinh nén dé;
ti do tim mot hé thuc lién hé gitia ba dai lugng V,S va R.

2
bS: SV =67R
Bai 8.21. Dién dan onluyentoan.vn

Cho lang tru ti gidc ABCD.A'B'C'D' ¢6 ddy ABCD la hinh thang cn cé ddy lén AD =av/2.
<X , 2 N N , 2. 4. N 3
Biet goc hop béi BC' va (ABCD) bang 60°, géc hop bdi A'D vdi (ABCD) la ¢ sao cho tang = g,

CDL1(ABB'A’), A'B'L(CDD’'C’). Tinh thé tich ciia khéi lang tru ABCD.A'B'C'D' va khodng
cdch gitta hai duong thang chéo nhau AB' va CD'.

3v6a® 3v78a
PS: VvV = . AB"),(CD")) =
S:vV T d((AB"),(CD")) 56
Bai 8.22. Todn hoc tuéi tré s6 400

Cho tit dién ABCD c6 ABC la tam gidc vuéng tai A, AB =a,AC =aVv3,DA =DB =DC. Biét
rdang DBC la tam gidc vudng. Tinh thé tich ti dién ABCD.

PS:V = ﬁaz)’
6
Bai 8.23. Todn hoc tuéi tré s 401

Tinh thé tich khéi chop tam gidc déu S.ABC c¢6 ddy bdng a va khodng cdch giita canh bén va

canh doi dién bang m.

a’m av3
bS:v=——— PKm<—
6V3a2—4m? ( 2
Bai 8.24. Todn hoc tuéi tré s6 402

Trong mdt phing (P) cho hinh vuéng ABCD c6 canh bang a. S la diém bat ki ndm trén
duong thang At vuéng goc véi mdt phang (P) tai A. Tinh thé tich mdt cGu ngoai tiép hinh
chop S.ABCD khi SA =2a.
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Bai 8.25. Todn hoc tuéi tré s6 403
Cho hinh chép S.ABCD, c6 dday ABCD la hinh vuéng, duong cao SA. Goi M la trung diém
N N SN SP 2 5

SC; N,P lan luct nam trén SB va SD sao cho SBE-SD- 3 Mat phang (MNP) chia hinh
chop thanh hai phan. Tinh ti sb thé tich hai phan do.

bS: 1

2

Bai 8.26. Todn hoc tuéi tré s6 404

Cho hinh chép S.ABC ¢6 AB = BC = a;ABC =90°; SAL(ABC); s6 do géc nhi dién canh SC la
60°. Ké AM1SB,AN1SC. Tinh thé tich ctia hinh chép S.AMN

3

PS:V=—
36
Bai 8.27. Todn hoc tuéi tré s6 405

Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc vuéng tai A, canh BC =a ABC = 30°. Hai mdt
phdng (SAB) va (SAC) cung tao vdi ddy mot géc 60°. Biét rang hinh chiéu ctiia dinh S trén
mdat ddy thuéc canh BC. Tinh thé'tich khéi chép S.ABC theo a.

bS:V=—-—

(3-v3)a?
32

Bai 8.28. Todn hoc tuéi tré s6 406
Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang vuéng tai A va B. Hai mdat phang (SAB)
va (SAD) cung vudng goc véi mat phang ddy . Biét AB =2a,SA = BC = a,CD = 2av/5. Tinh
thé tich ciia khbi chop S.ABCD. Xdc dinh tém va tinh bdn kinh mdt cau ngoai tiép ti dién
SACD.

DS: V =243 ,R = “‘;%
Bai 8.29. Todn hoc tuéi tré s6 408

Cho hinh chdp tam gidc déu cé goc giita canh bén va mdt phding ddy bing 60°. Khodng cdch

giita mat bén va dinh déi dién bang 6. Hay tinh thé'tich hinh chdp.

DS V = 261/39
3
Bai 8.30. Todn hoc tuéi tré s6 412

Cho hinh chop tu giac S.ABCD, c6 day ABCD la hinh binh hanh, AD = 4a, cdc canh bén cua
hinh chép bdng nhau va bang av6. Tim cosin ciia goc gitta hai mdt phang (SBC) va (SCD)
khi thé'tich ciia khéi chép S.ABCD Ién nhat.

2
DS: cosp=——
¢ v10
Bai 8.31. Todn hoc tuéi tré s6 413

Cho hinh chop S.ABC co SA =3a (vdi a >0); SA tao véi day (ABC) mét goc 60°. Tam gidc
ABC vuéng tai B, ACB = 30°. G la trong tém ctia tam gidc ABC. Hai mdt phding (SGB) va
(SGC) cung vudng goc vdi mdt phang (ABC). Tinh thé tich hinh chép S.ABC theo a.
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' 24
bS: v = —3a3
112
Bai 8.32. Todn hoc tuéi tré s6 414

e 1S e s . . g A 2R | . )
Cho hinh tru véi day la hai duong tron (O;R);(O";R’); ¢6 chiéu cao OO’ = - va duong sinh
AB. Tinh thé tich tit dién déu ABCD biét rang C,D nam trén mdt tru.

3
PS: v = %(3 +2V/2)

Bai 8.33. Todn hoc tuéi tré s6 415
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’'. M va N la hai diém lan lugt thubc canh AB va AD sao cho

2 3 . e N N
AM = gAB;AN = ZAD' E va F la hai diém lan luot thudc canh B'N va A’M sao cho EF||AC.

!

Hay xdc dinh ti sb

NB"
EB' 12
ps: 28 _12
NB' 29
Bai 8.34. Todn hoc tuéi tré s6 416

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi canh a, ABC = 120°. Canh SA vuéng
goc vdi mat phang (ABCD) va SA =a. Goi C' la trung diém ciia canh SC. Mdt phang (a) di
qua AC' va song song véi BD cdt cdc canh SB,SD lan lugt B',D'. Tinh thé tich khbi chdp
S.AB'C'D'.

3
ps:v=2 v3
18
Bai 8.35. Todn hoc tuéi tré s6 417

N . . A -, . A , 3 N . N . A N
Cho hinh cau ngoai tiép tu dién ABCD c6 canh AB = % va cdc canh con lai déu bang a.
Tinh thé'tich hinh cau dé.

13v13

PS: v = na
162

Bai 8.36. Todn hoc tuéi tré s6 418
Cho hinh chop tu giac S.ABCD, day ABCD la hinh vuéng canh a, mat bén (SAB) la tam gidc
déu va vubng géc vdi mdt phang ddy (ABCD). Tinh thé tich khoi nén cé duong tron ngoai tiép
tam gidc ABC va dinh ctia khéi nén ndm trén mdt phang (SDC).

3
bS:v = 2na
27
Bai 8.37. Todn hoc tuéi tré s6 419

Cho hinh lang tru dung ABC.A1B1C1, dday ABC la tam gidc vuéng c6 CA = CB = a, goc giita
duong thing BA; va mdt phdng (ACC1A1) bang 30°. Goi M la trung diém canh A1B;. Tinh
khodng cdch ti diém M dén mdat phing (A1BC).

bS: #
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Bai 8.38. Todn hoc tuéi tré s6 420
Cho hinh chop S.ABC c¢6 ddy ABC la tam gidc vuédng tai A,AB =a,AC =2a. Mat bén (SBC) la
tam gidc cdn tai S va ndm trong mdt phang vudng géc véi ddy . Biét géc gitta hai mdt phdng
(SAB) va (ABC) bang 30°. Tinh thé tich khéi chép S.ABC va khodng cdch gitta hai duong
thang SC va AB theo a.

3
PS: V= aT‘/g,d((SC),(AB)) —a

Bai 8.39. Dé du bi I khéi A-2006
3
Cho hinh hop ding ABCD.A'B'C'D' ¢6 canh AB=AD =a,AA' = % va goc (BAD) =60°. Goi

M va N lan luot la trung diém cia cde canh A'D’ va A'B'. Chiing minh AC' vuéng géc vdi
mdt phdng (BDMN). Tinh thé'tich khbi chép A.BDMN.

3
ps: v = 3%
16
Bai 8.40. Dé du bi II khéi B-2006

Cho hinh ling tru ABC.A'B'C' ¢c6 A’.ABC la hinh chop tam gidc déu, canh ddy AB = a, canh
bén AA' =b. Goi a la goc gita hai mdt phing (ABC) va (A'BC). Tinh tana va thé tich khoi
chop A'BB'CC'.

2V3b2_a2'V— a?v/3b2 — a2

DS: tana =
a 6
Bai 8.41. Du bi 2 khéi A-2006
Cho hinh chop S.ABCD co6 day ABCD la hinh chit nhdt véi AB =a,AD =2a, canh SA vudng

g e a A . P 3 .
goc vdi day, canh SB tao véi day mot goc 60°. Trén SA lay diéem M sao cho AM = aT. Mat

phdng mdt BCM cdt SD tai N. Tinh thé tich khéi chép S.BCNM.

3
PS: v = 10v3a
27
Bai 8.42. Dé du bi 2 khéi A-2007

Cho hinh chép S.ABC c¢6 géc (SBC,ABC)=60°, ABC la SBC la cdc tam gidc déu canh a. Tinh
khodng cdch ti dinh B dén mdt phang (SAC).

‘3a

VI3

Bai 8.43. Dé thi hsg tinh Binh Phudc -2012
Cho hinh lap phuong ABCD.A1B1C1D canh a. Goi E va F lan lugt la trung diém ciia BC va
CD.

a. Dung thiét dién tao béi mat phang (A1EF) va hinh lap phuong.

b. Tinh thé'tich hai phdn ctlia hinh lip phuong do mdt phing (ALEF) cdt ra va tinh ti sb thé
tich hai phan dé.

47a3 25q°
&V =
72

bS: v =
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Bai 8.44. Dé thi hsg vong tinh Binh Phudc-2011
Cho hinh lip phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bang a. Trén canh AB ldy diém M, trén OC
lay diém N, trén A'D' ldy diém P sao cho AM=CN=D'P=x (0<x<a).

a. Chiing minh rang tam gidc MNP déu. Tinh dién tich tam gidc MNP theo a va x. Tim x dé
dién tich Gy nhé nhat.

b. Cho x = %, tinh thé tich khéi ti: dién B'MNP va tinh bdn kinh mdt cGu ngoai tiép ti dién
nay.

3a2V/3 3a3 5av/3
PS:a v=9Y3ni e py=2e R= av3
2 16 12
Bai 8.45. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh chép S.ABCD cé ddy la hinh binh hanh. Goi K la trung diém SC. Mdt phang AK
; . . . , ; 1 VI 3
cat SB,SD tai M,N. Dat V' =Vsayunk va V =Vgapcp. Chiing minh: 3 < v < 3

HD: Dung dao ham va bang bién thién dé chiing minh

Bai 8.46. Pé thi thit THPT Phan B6i Chéu — Phi Yén

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh thoi; hai duong chéo AC = 2v/3a;BD = 2a cit

nhau tai O; hai mdt phang (SAC) va (SBD) cung vubng goc véi mat phiang (ABCD) . Biét
, < > N 3 ,

khoang cdach tu diem O déen mat phang (SAB) bang %. Tinh theé tich hinh chop S.ABCD

theo a.

bS: VvV =

a®V3
3

Bai 8.47. Dé thi thit THPT Lé Loi-Thanh Hoa
Cho hinh chop S.ABCD c¢6 dday ABCD la hinh chit nhdt , voi AB =3a,AD =2a. Canh bén SA
vudng géc vdi ddy. Géc giita mdt phang (SBC) va ddy bang 60° . Goi M la trung diém ciia CD.
Tinh thé'tich khbi chép SABM va khodng cdch gitta 2 duong thang SB va AM.

3
ps: v = 3Y3¢
8
Bai 8.48. Dé thi thi: THPT Héng Quang-Hdi Duong

Cho ldng tru ABC.A'B'C', biét A'.ABC la hinh chép déu cé canh ddy bang a. Géc gita hai
mdt phing (A'BC) va (BCC'B’) bang 90°.Tinh thé tich khéi ling tru ABC.A'B'C’ va khodng
cdch gitta hai duong thang AA’' va B'C theo a.

3
ps:v=2 f Khoang cach bang %
Bai 8.49. Dé thi thit THPT Minh Khai — Ha Tinh

Cho hinh tru cé ddy lan ludt la cde duong tron (0),(0') . Mt phang (a) di qua trung diém I
ctia doan thang OO’ tao vdi ddy goc 60° cdt ddy trén theo ddy cung AB, cat ddy dudi theo ddy
cung CD biét ABCD la hinh vuéng canh a. Tinh dién tich toan phan ciia hinh tru theo a.

2
2”‘1/5“ 2v3+v5)

bS: S =
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Bai 8.50. Dé thi thit THPT Tran Hung Pao- Hung Yén

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh vuéng canh bang 2a. Mat phing (SAD) vuéng
géc véi mat phang (ABCD) ,tam gidc SAD vuéng tai S va SAD =60°. Piém M la trung diém
ctia canh SC. Tinh thé tich ctiia khéi chép M.BCD va cosin ciia goc tao bdi hai duong thang
ACva DM.

3
ps:v=2 \/§,cosa = @
6 28
Bai 8.51. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vubng canh a. Biét duong thang BD chia mdt
phdng (ABCD) thanh hai nita mdt phang, hinh chiéu ciia dinh S lén mat phang (ABCD)
thudc nita mdt phang chita diém A. Canh bén SB vudng géc véi BD va c¢é dé dai la 2av/2, mdt
phdng (SBD) tao véi mat ddy géc 60°. Tinh thé'tich hinh chép S.ABCD va khodng cdch giia
hai duong thang BD va SC theo a.

a®v6 av14

bS:v = , khoang cach bing -

Bai 8.52. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vudng canh bdang a. Goi M,N lan
lugt la trung diém ciia SA,SC. Biét géc tao bdi duong thing BM va ND bdng 60°. Tinh thé
tich khéi chop S.ABCD theo a.

3
DS v30a
18

Bai 8.53. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh ling tru ding ABC.A'B'C' ¢6 ddy ABC la tam gidc vudng AB = BC = a, mdt phdng

. v 2 ’ 3 . N o A7 2
(AB'C) tao véi mat phang (BCC'B’) goc a sao cho tana = \/; Goi M la trung diém cua
BC.Tinh thé'tich khéi chép MA'B'C va xdc dinh tdm bdn kinh mdt cGu ngoai tiép khoi chdp
B'ACM theo a.

3
bS: vV = v2a
12
Bai 8.54. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi canh bdng a duong chéo BD = a\/3 Biét
SA vuéng goc BD, canh bén SB vuéng géc AD va (SBD) tao vdi mdt ddy géc 60°. Tinh thé'tich
hinh chép S.ABCD va khodng cdch gitta hai duong thang AC va SB theo a.

3a? +  3v30
DS:V:%,K/céchbéng v30

a

Bai 8.55. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh chép SABCD c6 ddy ABCD la hinh thang vuéng tai A,B. Biét AB=BC =a;AD =
2a,SAC la tam gidc cdn tai S va (SAC) vubng géc véi dday. Goi O la giao diém ciia AC va BD.
Gid s mdt phang (P) qua O song song vdi SC cit SA é M. Tinh thé'tich khbi chép MBCD va
khodng cdch ti diém M dén mdat phing (SCD).

V6

ps:v=2% av2
54

, K/cach b\é.ng T
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Bai 8.56. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh ling tru tam gidc déu ABC.A'B'C' ¢6 canh ddy bdng a. Biét khodng cdch giita hai
5 N 15 , ‘.

duong thang AB va A'C bang a\/_. Tinh thé tich cua khoi lang tru.
3
PS: V="
4
Bai 8.57. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh hép chit nhdt ABCD.A'B'C'D' ¢6 canh AA’' = a. Duong thing B'C tao vdi duong
thang AD mot géc 60°, duong chéo B'D tao vdi mdt bén (BCC'B') mot géc 30°. Tinh thé tich
khoéi chop ACB'D’ va cosin géc tao bdi AC va B'D.

v3a3 1
bS:V=——cos=——.
217 47
Bai 8.58. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thoi, c6 SAL(ABCD). Goi O la tdm cua hinh
thoi. M la trung diém cua SC. Tinh khodng cdch gita hai duong thang SA va BM. Biét
SO =2v2,AC=4,AB = /5.

bS:

Bai 8.59. Dién dan boxmath.vn
Cho hinh chop S.ABCD c6 ABCD la hinh binh hanh véi AB = a,AD = 2a, c6 SC vubng goc
(ABCD), géc BAD = 60°;,SA hop vdi (ABCD) géc 45°. Tinh thé tich khéi chép S.ABCD va
khoang cach gitta SA va BD.

3
ps:v="2 ‘/ﬁ, K/cach Y77

3 11
Bai 8.60. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chop S.ABCD co day ABCD la hinh thang vuéng tai A(AD|BC),AB =BC =2a,AD =
3a. Goi M la trung diém AD,N la trung diém CM, biét (SNA) va (SNB) cung vudng goc véi
mdt phding ddy va khodng cdch giita hai duong thing SB,CD bang g. Tinh thé tich khbi chop
da cho va khodng cdch tic M dén mat phang (SCD).

25a3 15a
bS:v = , K/cach .
3v236 441
Bai 8.61. Dién dan boxmath.vn

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh véi AB = a,AD = 2a, BAD = 60°.
Canh SA = a va vudng géc véi mdt phang ddy. Goi AM,AN,BP lan lugt vudng géc vdi
BC,DC,SC tuong ting (M'BC,N'DC,P'SC). Tinh thé'tich khéi tit dién AMNP va khodng cdch
gitta hai duong thang NP,AC theo a.

33 10a1/282
ps: v = 2 ‘F, K/cdch 104v2829
64 943

Phuong phap tinh thé tich truc tiép
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Bai 8.62. Tinh thé'tich khéi chop ta gidc déu S.ABC trong cdc truong hop sau:
a. Canh ddy béng a, géc ABC
b. AB=a,SA=m.
c. SA = m,Gdc gitta mdt bén véi mdt ddy bang a

33 23 [, o V3 %si
a a a m-=sina
bS: a. VSAB(j:—;b. VSABC: m2— ; C. VSABC: .
12 12 3 3 sin?a+4)Vsin2a+4

Bai 8.63. Cho hinh ling tru ABC.A'B'C' ¢6 do dai canh bén bang 2a, tam gidc ABC vuéng
tai A, AB =a, AC = aV/3. Hinh chiéu vuéng géc ciia A’ trén (ABC) la trung diém ciia BC. Tinh
Varase-

a2

bS:—
2

Bai 8.64. Cho hinh chép SABC ¢6 SA1(ABCD), SA =a. 5ABC vuéng cdn c6 AB=BC =a. B’
la trung diém cia SB. C’ la chén dudng cao ha tit A cia ASAC.

a. Tinh Vgapce

b. Chling minh ABL1(AB'C"). Tinh Vsap'c'

3 3

a a
PS:a. —b. or = —
S:a.Vsapc 5 b.Vsapc 36

Bai 8.65. Cho ling tru xién ABCA’B’C’, ddy ABC la tam gidc dau cé tam O. Hinh chiéu clia
C’ lén (ABC) trung O. TInh thé tich khéi lang tru biét khdng cdch tit O dén CC’ la a va géc
giita (ACC’A’) va (BCC’B’) bang 2a

27atan3a
4V 2tan?a -1
Bai 8.66. Cho hinh lang tru ding ABCA’B’C’ ¢c6 day ABC la tam gidc vuodng tai A véi AC =a
va ACB = a. Puing chéo BC’ ciia mdt bén (BCC’B’) hop vdi mét bén (ACC’A?) mot gée . Tinh
thé'tich lang tru.

DS:

altanay/sin(a - B)sin(a + )

cosasinf

1
DSE'

Bai 8.67. Cho hinh hop ABCDA’B’C’D’ c6 ddy la hinh thoi ABCD canh a, Géc A = a va chdn
duong vuéng géc ha tir B’ xuéng ddy (ABCD) triung vdi giao diém O ciia hai duong chéo. Cho
BB’ =a. Tinh thé'tich va dién tich xung quanh hinh hop.

a a a
bS:v = a3cos§sina;qu = 4a20035 1+ sin2§

Bai 8.68. Cho lang tru ding ABCA1B1C1 c¢6 ddy ABC la tam gidc vuéng AB=AC =a,AA; =
aVv2. Goi M,N lan lugt la trung diém ctia doan AA1 va BC1. Chitng minh MN la duong vuéng
géc chung cia cde duong thing AA, va BCy. Tinh Vma,Bc,

bS:

Bai 8.69. Cho hinh non cé dinh la S, day la duong tron tdm O, SA va SB la hai duong sinh
biét SO=3cm, khodng cdch tix O dén mat phing (SAB) bdang 1cm, dién tich tam gidc SAB
bang 18 ecm?. Tinh thé tich va dién tich xung quanh ciia hinh nén da cho.

bS:
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Bai 8.70. Cho hinh chop S.ABC c6 day ABC la tam gidc vudng tai B, canh SA vuéng géc véi
ddy . ACB =60°,BC =a,SA =aV3. Goi M la trung diém ctia ctia canh SB. Chitng minh riang
(SAB)L(SBC) . TInh thé tich khéi ti: dién MABC.

bS:

Bai 8.71. Cho hinh chdp ti gidc déu S.ABCD. Mdt phang () di qua A va vudng goéc véi SC
cat SB, SC lan luot tai B’, C’. biét C’ la trung diém ciia SC, tinh ti sé giita SB’ va B’B.

SB’

DS:B’B =2

Bai 8.72. Cho hinh chép S.ABC ¢6 ddy AB = AC = a,BC = g.SA = aV3,SAB = SAC = 30°.
Tinh thé'tich khéi chép S.SABC .

3
ps: L
16

Bai 8.73. Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhdt véi AB=a, AD =2a. Canh
SA vubng géc véi mdt phdang ddy, canh bén SB tao vdi mdt phing ddy mét géc 60°. Trén SA

ldy M sao cho AM = aT\/g, mdt phang (BCM ) cat canh SD tai N . Tinh thé tich chép SBCMN.

10v/3a?
27

bS:

Bai 8.74. Cho khéi chép SABC c6 ddy ABC la tam gidc vudng tai B. Biét SA vudng goc véi
mdt phing (ABC) va AB= SA =a, BC =2a. M6t mdt phdng qua A vuéng géc véi SC tai H va
cat SB tai K. Tinh dién tich tam gidc AHK theo a.

2
DS:a v6
12

Bai 8.75. cho hinh chép SABCD c¢6 SB = a2 cdc canh con lai déu bang a. Tinh thé tich khoi
chop theo a.

DS:

Bai 8.76. Cho hinh chép S.ABCD cé dday ABCD la hinh chit nhdt SA1L(ABCD);AB = SA =
1;AD = V2. Goi M, N la trung diém cua AD va SC, I la giao diém ctia BM va AC. Tinh thé
tich khéi ti dién ANIB.

DS:@
36
<. . . . NN . 3 ==
Bai 8.77. Cho hinh hép ABCDA'B'C'D’, day ABCD la hinh thoi canh a, AA' = % va BAD =
BAA'=DAA’ =60°. Tinh thé'tich khéi hép theo a.
3
ps:2 (;/6

Bai 8.78. Cho hinh hép ABCDA’B’C’D’, ¢6 AB =a, BC=2a, AA’ =a. L4y M trén AD sao cho
AM=3MD. Tinh thé'tich khéi chép M.AB’C va khodng cdch tic M dén (AB’C).

a3 a
DS:Viyrapc = Z;d(M,(AB’C)) =5
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Bai 8.79. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi canh 2a. BAD = 60°. Hai mdt
phang (SAC) va (SBD ) cung vudng géc véi ddy. Goi M, N lan ludt la trung diém canh BC va
SD. Mt phang (AMN) cdt canh bén SC tai E. Biét MN vuéng géc véi AN. Tinh thé tich khoi
da dién ADN.MCE theo a.

5av/3
9

bS:

Bai 8.80. Cho ti dién ABCD c6 AB=6, CD =7, khodng cdch giita AB va CD bdng 8, géc gitia
AB va CD bdng 60°. Tinh thé tich khéi ti dién ABCD.

PS:28v3

Bai 8.81. Cho hinh lang tru diing ABCA'B'C' ¢6 day ABC la tam gidc vuéng véi AB=BC=a,
canh bén AA' = av2. M la diém trén AA’ sao cho AM = 3AA. Tinh thé tich khéi tit dién
MA’BC”.

bS:

a®v2
9

Bai 8.82. Cho ling tru ABC.A’B’C’ ¢6 canh bén bing a, ddy ABC la tam gidc déu, hinh chiéu
cia A trén (A’B’C’) trung vdi trong tam G ciia tam gidc A’B’C’. Mat phang (BB’C’C) tao véi
(A’B’C’) géc 60° . Tinh thé tich ling tru ABC.A’B’C’ theo a.

3
DS: Vapcawe = %55

Bai 8.83. Cho khéi ling tru tam gidc ABC.AIBICI c6 ddy la tam gidc déu canh 2a, diém Al
cdch déu ba diém A, B, C. Canh bén AIA tao véi mdt phang ddy moét géc a. Hay tim a, biét
thé'tich khéi ling tru ABC.A1B1C1 bang 2v/3a°.

PS:a =60°

Bai 8.84. Cho hinh chiép S.ABCD cé fidy la hinh thang vuéng tai A, AB =AD=a, DC=2a ,
,SA=qa 3 hai mdt bén (SDC) va (SAD) cung vudng géc véi mdt phing (ABCD) .

1. Tinh thé'tich ctia khbichép S.ABCD theo a .

2. G la ttrong tam cia tam gidc DBC . Tinh khodng cdch tit G dén mdt phang (SBC)

a®v2

DS:]--VSABCD = 2

;2.

w|

Bai 8.85. Cho hinh chdép S.ABCD c6 dday ABCD la hinh vubng, mat bén SAB la tam gidc
déu va vudng goc véi ddy. Tinh thé tich khoéi chép S.ABCD biét khodng cdch gita hai duong
thing AB va SC bang a.

3
DS:a T
18

LANG TRU XIEN
Luu y: Can nam viing ki thuat xac dinh chan duong cao da hoc.

Bai 8.86. Cho ling tru ABC A’B’C’c6 cdc canh ddy la 13;14;15va biét canh bén bang 2a hop
véi day ABCD mét géc 45° . Tinh thé tich ldng tru.

PS: V =a3v2
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Bai 8.87. Cho lang tru ABCD A’B’C’D’cé ddy ABCD la hinh vuéng canh a va biét canh bén
bang 8 hop véi ddy ABC mot géc 30°.Tinh thé tich lang tru.

bS: vV =336

Bai 8.88. Cho hinh hép ABCD A’B’C’D’cé AB =a;AD =b;AA’ = ¢ va /BAD = 30°va biét canh
bén AA’ hop véi day ABC mét géc 60°.Tinh thé tich lang tru.

PS:v=

abeV3
4

Bai 8.89. Cho lang tru tam gidc ABC A’B’C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh a va diém A’

N 2 2av'3
cdch déu A,B,C biét AA’ = “f

.Tinh thétich lang tru.

a®v3

bS: vV = 1

Bai 8.90. : Cho lang tru ABC A’B’C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh a , dinh A’ ¢6 hinh
chiéu trén (ABC) nam trén duong cao AH cua tam gidac ABC biét mat bén (BB’C’C) hdp véi
day (ABC) mot goc60° .

1) Chitng minh rang BB’C’C la hinh chit nhdt.

2) Tinh thé'tich ling tru ABC A’B’C’.

3
DS:V=3a V3

Bai 8.91. Cho ldng tru ABC A’B’C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc déu véi tdm O. Canh b CC’ = a
hop véi ddy (ABC) 1 géc 60° va C’ c6 hinh chiéu trén ABC trung véi O .

1) Chitng minh rang AA’B’B la hinh chit nhdt. Tinh dién tich AA’B’B.

2) Tinh thé'tich ling tru ABCA’B’C’,

PbS:1.8=

2 3
3 3 3
z 2\/_,2V: a8\/_

Bai 8.92. Cho lang tru ABC A’B’C’ ¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh a biét chdn duong vuéng
goc ha tiw A’ trén ABC trung véi trung diém ciia BC va AA’ = a.

1) Tim goc hdp bédi canh bén véi day lang tru.

2) Tinh thé'tich ldng tru.

3
DS: 1.300,V = aST\/:?

Bai 8.93. Cho lang tru xién ABC A’B’C’ c6 ddy ABC la tam gidc déu véi tam O. Hinh chiéu
ctia C’ trén (ABC) la O. Tinh thé'tich clia lang tru biét rang khodng cdch tit O dén CC’ la a
va 2 mat bén AA’C’Cva BB’C’C hop véi nhau maét goéc 90°
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42

bS: v =

Bai 8.94. Cho hinh hép ABCD A’B’C’D’ ¢6 6 mdt la hinh thoi canh a,hinh chiéu vuéng goc
ciia A’ trén (ABCD) nam trong hinh thoi,cdc canh xudt phdt tiz A ctia hép déi mot tao vii
nhau mot goc60°.

1) Chitng minh rang H ndm trén duong chéo AC ciia ABCD.

2) Tinh dién tich cac mat chéo ACC’A’ va BDD’B’.

3) Tinh thé'tich ciia hop.

DS: Sucerar =a*v2;Spppp =a?,V = a32\/§

Bai 8.95. Cho hinh hép ABCD A’B’C’D’ ¢6 day ABCD la hinh thoi canh a va géc A = 60° ,chdn
duong vuobng géc ha tiz B’ xuéng ABCD tring vdi giao diém 2 duong chéo ddy biét BB’ = a.
1)Tim goc hop bédi canh bén va day.

2)Tinh thé tich va téng dién tich cdc mdt bén ctia hinh hop.

PS: 1.60°,V = 32 &S = a2y/T5

Bai 8.96. B — 2002 : Cho hinh lgp phuong ABCD.A1B1C1D1c6 canh bing a

DTinh theo a khodng cdch giita 2 duong thang AiB va B1D.

2) Goi M ,N, P lan luot la cdc trung diém ciia cdc canh BB1,CD,A1D. Tinh goc gita 2 duong
thang MP va C1N.

PS: 1.d(A1B,B1D) = 248 2.90°

Bai 8.97. B 2009 : Cho hinh ldng tru tam gidc ABC.A’B’C’ ¢c6 BB’ = a, géc gita duong thing
BB’ va mdt phdng (ABC) bang 60°; tam gidc ABC vuéng tai C va Z/BAC =60° . Hinh chiéu
vuodng goc ciia diém B’ lén mdat phang (ABC) trung vdi trong tam ctia tam gidc ABC. Tinh thé
tich khéi ti: dién A’ABC theo a.

DS: 9¢3/208

Bai 8.98. D-09: Cho hinh lang tru ditng ABC.A’B’C’ ¢6 day ABC la tam gidc vuéng tai B, AB
=a, AA’ = 2a, A’C = 3a. Goi M la trung diém cia doan thing A’C’, I la giao diém ciia AM va
A’C. Tinh theo a thé tich khoi tiz dién IABC va khodng cdch tiz diém A dén mat phang (IBC).

4q3 2
PS: V = g d= a5\/5

Bai 8.99. (B-11) cho hinh lang tru ABCDA1B1C1D1 ¢6 ddy BAC la hinh chit nhdt, AB=a,
AD =av/3. Hinh chiéu vuéng géc clia A1 1én (ABCD) trung vdi giao diém ciia AC va BD. Géc
gita hai mdt phdng (ADD1A1) va (ABCD) bing 60°. TInh thé tich khéi lang tru da cho va
khodng cdch tiz B1 dén mdt phing (A1BD) theo a.
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Bai 8.100. Cho khéi lap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh a. Cdc diém E va F lan lugt la trung
diém cua C’B’va C'D’,

1.Dung thiét dién ciia khéi lap phuong khi cit bdi mp(AEF).

2.Tinh ti sb thé tich hai phan ciia khéi lap phuong bi chia bdi mdt phang (AEF).
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